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Vorwort

Diese Vorlesung ist eine kurzgefasste Einfithrung in die Grundlagen der
relativistischen Quantenmechanik. Sie ist konzipiert als einsemestrige,
zweistiindige Veranstaltung fiir Bachelor- und Masterstudenten; einige
der fortgeschritteneren Teile konnen auch fiir Promovierende von Inter-

esse sein.

Priméare Adressaten sind Studierende ab dem vierten Semester, die den
Quantenmechanik-Grundkurs schon bearbeitet haben (oder ihn gleich-
zeitig horen), aber dariiber hinaus relativistische Wellenleichungen ken-
nenlernen mochten, insbesondere die Dirac-Gleichung fiir Fermionen,
und die Klein-Gordon-Gleichung fiir Bosonen. Im Coulomb-Feld von
wasserstoffihnlichen Kernen lassen sich mit relativistischen Wellenglei-
chungen die elektronischen (oder myonischen) Energieniveaus und Fi-
genfunktionen — bis auf quantenelektrodynamische Effekte — analytisch

berechnen. Entsprechendes gilt fiir pionische (oder kaonische) Atome.

In der Einleitung zeichne ich zunéchst die Entwicklung nach, deren Er-
gebnis die Aufstellung Lorentz-invarianter relativistischer Wellenglei-
chungen durch Schrodinger, Klein, Gordon und Dirac war. Das Litera-
turverzeichnis (jeweils am Kapitelende) enthdlt dementsprechend auch
einige der wissenschaftshistorisch interessanten Originalarbeiten. Ziel
des Buches ist es jedoch, ausgehend von der urspriinglichen Formulie-
rung der relativistischen Quantenmechanik zu aktuellen Forschungsfra-

gestellungen zu kommen.

Nach einem Kapitel iiber die Verbindung zur Galilei-invarianten nicht-
relativistischen Quantenmechanik folgen die Darstellungen der Klein-
Gordon-und Dirac-Gleichungen und die Untersuchung der Dirac-Theorie
im Hinblick auf Invarianzen beziiglich Paritits-, Ladungskonjugations-
und Zeitumkehrtransformation. Wenngleich in der Natur als Folge der

schwachen Wechselwirkung jede dieser Symmetrieoperationen verletzt



ist (die Verletzung der T-Invarianz wurde erst 2012 schliissig nachgewie-
sen), zeigt sich die Dirac-Theorie mit elektromagnetischer Wechselwir-

kung invariant gegentiber diesen Transformationen.

Wie die Klein-Gordon-Gleichung ldsst sich auch die Dirac-Gleichung mit
Coulomb-Potenzial analytisch 16sen, und wir konnen die Energieeigen-
werte und Eigenfunktionen fiir wasserstoffihnliche Atome in geschlos-
sener Form berechnen. Dabei wird zundchst die durch Vakuumfluk-
tuationen erzeugte Lamb-Shift vernachldssigt. Wir konnen sie in einer
didaktisch motivierten Uberlegung abschitzen, aber erst in der Quante-
nelektrodynamik (QED) genau berechnen; Prizisionsmessungen besta-

tigen diese Theorie mit sehr hoher Genauigkeit.

Besondere Bedeutung haben Lésungen der Dirac-Gleichung fiir myoni-
sche Atome, da der Bohr’sche Radius des Myons wegen der grofien Teil-
chenmasse 207-mal kleiner als der des Elektrons ist, das Myon deshalb
empfindlich auf die Figenschaften des Kerns elektromagnetisch reagiert
und die Wellenfunktionen tiefliegender Zustdnde sehr genau bestimmt
werden miissen. Die mittleren Bahngeschwindigkeiten skalieren mit der
Ladungszahl Z des Kerns und werden deshalb bei schweren myoni-
schen Atomen in tiefliegenden Niveaus (n = 1,2) mit der Lichtgeschwin-
digkeit vergleichbar, so dass Losungen der Schrodinger-Gleichung dort

unbrauchbar sind.

Ein interessantes Beispiel der Anwendung relativistischer Wellenglei-
chungen ist das Klein’sche Paradoxon, die unerwartet hohe Transmissi-
on relativistischer Elektronen durch eine steil ansteigende (im Idealfall
senkrechte) Potenzialwand. Obwohl die Originalrechnungen von Klein
und Sauter mehr als 80 Jahre zurtickliegen, konnen wir die Voraussage
bis heute nicht einwandfrei experimentell testen, da sich gentigend star-
ke Felder bisher nicht erzeugen lassen. Moglicherweise gelingt dies in

Zukunft mit Hilfe elektrostatischer Barrieren in Graphen.



Die Weyl-Gleichung dhnelt der Dirac-Gleichung, gilt jedoch nur fiir Fer-
mionen mit Masse m = 0. Anders als die Dirac-Gleichung mit endlicher
Masse verletzt sie die Paritdtsinvarianz und wurde deshalb erst nach
der experimentellen Bestdtigung der Paritdtsverletzung von den Theo-
retikern akzeptiert. Zwar ist seit der Entdeckung der Neutrinooszilla-
tionen (2002) klar, dass Neutrinos — anders als von Pauli urspriinglich
vorgesehen — nicht masselos sind, sondern eine geringe Ruhemasse ha-
ben, deren genaue Bestimmung Gegenstand heutiger experimenteller
Forschung ist. Dennoch kann die Weyl-Gleichung einige grundlegende
Eigenschaften der Neutrinos (préziser: masseloser Fermionen) wie ihre
Chiralitat (Handigkeit) gut illustrieren.

Es folgt eine kurze Einfithrung in Prinzipien der Quantenfeldtheorie,
speziell der Quantenelektrodynamik (QED) — die natiirlich einen aus-
fithrlichen Kurs tiber dieses Thema keinesfalls ersetzen kann und soll.
Entsprechendes gilt fiir das Schlusskapitel zu den Invarianten bei relati-
vistischen Streuprozessen.

Einige Testaufgaben am Ende des Buches sollen als Anreiz dienen, den
Stoff dieses Kurses beispielhaft auch selbst nachzurechnen: Die Mehrzahl
der Losungen ist bereits im vorhergehenden Text versteckt.

Dieter Gromes danke ich fiir eine kritische Durchsicht des Manuskripts
und viele prdzise Verbesserungen. Das urspriingliche IXIEX-Skript hat
V. Kuchta erstellt und auch aus meinen Tafelskizzen satzfertige Druck-
vorlagen gemacht. Fiir die sorgféltige Betreuung des Projekts danke ich
aufierdem B. Alton, M. Maly und Dr. V. Spillner vom Springer-Verlag.
Hinweise auf dennoch verbleibende Ungenauigkeiten und Fehler bitte

direkt an mich senden.

Heidelberg, im April 2015 Georg Wolschin
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1 EINLEITUNG 7

1 Einleitung

Die nichtrelativistische Quantenmechanik beruht auf der Schrodinger-
Gleichung, die sich via Korrespondenzprinzip{ljaus dem Hamilton-Formalis-

mus der klassischen Mechanik ableiten 143t. Die Schrodinger-Gleichung
e ist Galilei-invariant (wie die Hamilton-Funktion),

e giltnur fiir Teilchengeschwindigkeiten deutlich kleiner als die Licht-

geschwindigkeit ¢, d. h. v« c.

Die relativistische Quantenmechanik ist dagegen eine Lorentz’}invariante

Theorie und soll auch die folgenden Situationen korrekt erfassen:

e vS(,
e Wechselwirkung von Licht und Materie,
e Eyw > mc? = Teilchenerzeugung.

Sowohl die detaillierte Beschreibung der Wechselwirkung von Licht und
Materie als auch der Teilchenerzeugung erfordern eine Quantisierung
des Strahlungsfeldes. Dies ist Aufgabe von Quantenfeldtheorien — spe-
ziell der Quantenelektrodynamik (QED, s. Kap. 9) fiir das elektroma-
gnetische Feld, und der Quantenchromodynamik (QCD) fiir die starke
Wechselwirkung.

Relativistische Wellengleichungen beschreiben Teilchen in einem vor-
gegebenen Kraftfeld — insbesondere dem elektromagnetischen Feld —,

das zundchst noch nicht quantisiert wird.

Eine relativistische Wellengleichung soll dem Korrespondenzprinzip

geniigen und fiir Teilchen mit Spin in nichtrelativistischer Ndaherung die

!Klassische Grolen werden durch Operatoren ersetzt.
2Hendrik A. Lorentz (1853 Arnheim, 11928 Haarlem).



Pauli-Gleichung ergeben.

Historisch war die erste relativistische Wellengleichung die — urspriing-
lich von Schrodinger [1] formulierte — Klein-Gordon-Gleichung (KGE),
deren Eigenschaften von Gordon [2] und Klein [3] im Detail untersucht
wurden. Sie beschreibt Mesonen mit Spin 0, beispielsweise Pionen. We-
gen negativer Wahrscheinlichkeitsdichten (s. Kap. 3) wurde sie zundchst
verworfen, jedoch spéter als Grundlage von Feldtheorien fiir skalare
Mesonfelder etabliert.

Erst die von Paul Diradaufgestellte Gleichung (DE, [4]) beschreibt Teil-
chen mit Spin 1/2 (Fermionen, speziell das Elektron). Wie die Klein-
Gordon-Gleichung hat die Dirac-Gleichung Losungen mit negativer Ener-
gie. Dirac hat deshalb 1930 postuliert, dass diese Zustdnde alle besetzt
sind, so dass fiir Fermionen als Folge des Pauli-Prinzips keine Ubergénge
in diese Zustdnde moglich sind. Locher in diesem Dirac-See entsprechen
dann Antiteilchen mit entgegengesetzter Ladung [5].

Zunichst hielt man das Proton fuir das Antiteilchen des Elektrons, denn
das waren 1930 die einzigen bekannten Elementarteilchen. Dirac ver-
suchte urspriinglich die Massendifferenz e/p auf die Wechselwirkung
mit dem See zuriickzufiihren. Bald darauf zeigte der Mathematiker Weyl
jedoch [6], dass die Lochertheorie vollstdndig symmetrisch fiir negative
und positive Ladungen ist. Dirac modifizierte darauthin seine Theorie
und postulierte 1931 als neues Teilchen das Antielektron [7]. Es wurde im
Jahr darauf von Anderson in der kosmischen Strahlung entdeckt [8] und
beseitigte die damals noch bestehenden Zweifel an der Dirac-Theorie.
Der Name Positron stammt ebenfalls von Anderson [9].

Erst viel spater wurden u. a. von Wess und Zumino [10] die Konse-
quenzen der Supersymmetrie fiir die Teilchenphysik untersucht. Die-

se Symmetrieoperation verkniipft Bosonen (Teilchen mit ganzzahligem

3Paul Adrien Maurice Dirac (*1902 Bristol, +1984 Tallahassee).
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Spin) und Fermionen (Teilchen mit halbzahligem Spin) — woraus die
Existenz neuer, supersymmetrischer Teilchen folgt: eine kiithne, mit der
Dirac’schen Voraussage von Antiteilchen in mancher Hinsicht vergleich-

bare Idee, die jedoch bis heute auf experimentelle Bestdtigung wartet.

Supersymmetrische Teilchen kénnten als Weakly Interacting Massive Par-
ticles (WIMPS) Bestandteile der dunklen Materie im Universum sein,
und auch am Large Hadron Collider LHC des CERN in Genf wird mit
hohem Aufwand nach ihnen gesucht - bisher jedoch ohne jeden Erfolg
[11]. Die Symmetrie muss demnach - sofern sie iiberhaupt in der Na-
tur existiert — gebrochen sein, aber iiber den Brechungsmechanismus ist

derzeit zu wenig bekannt, um genauere Voraussagen machen zu kénnen.

In der relativistischen Quantenmechanik wird zwar der Hamilton-
Operator modifiziert, die Axiome der Quantentheorie bleiben jedoch

ungedndert:

e Der Zustand eines Systems wird durch einen Zustandsvektor in

einem linearen Raum — dem Hilbert-Raum - beschrieben, |i}).
e Observable werden durch hermitesche Operatoren dargestellt.

e Der Mittelwert einer Observablen im Zustand |i)) ist (A) = (Y| A |¢)

(Erwartungswert).

e Bei einer Messung von A geht der urspriingliche Zustand in einen

Eigenzustand |n) von A mit Eigenwert a,, iber, A |n) = a, |n).

Es folgt eine Einfiihrung in die verwendete Notation, dann untersuchen
wir die Eigenschaften der Klein-Gordon- und Dirac-Gleichung jeweils
mit der Interpretation als Einteilchen-Wellengleichung. Die Losungen

sind auch Basiszustdnde bei der Entwicklung der Feldoperatoren.
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Notation: Einheiten

Die Grundgleichungen werden mit #,c eingefiihrt. Spéter setzen wir

h = c =1, so dass die Zeit die Dimension einer Lange hat; Energien,

Impulse und Massen haben die Dimensionen einer inversen Lange, La-
dungen werden dimensionslos

e = ¢ ~

he 137

Der Wert der Sommerfeld’schen Feinstrukturkonstanten a = ¢? betrégt

a = 1/137,035999074(44) bei verschwindendem Impulsiibertrag [12]. In

der Teilchenphysik hdngt die Kopplungskonstante auch von der Ener-

mit k= L ~ 6,582 10722 MeVs.
27t

gie ab: Bei Wechselwirkungsenergien bzw. Impulsiibertragen, die der
W-Boson-Masse my ~ 80,385 GeV/c? entsprechen, ist « ~ 1/128. Spektro-
skopische Untersuchungen sind jedoch durch Energien im Elektronen-
voltbereich charakterisiert, und hier ist die Energieabhéngigkeit von «
vernachldssigbar.

Koordinaten

Ein Zeitpunkt f und ein Punkt 7 = (x, y,z) im Ortsraum definieren einen
Raum-Zeit-Punkt (x% x1,x2,x3) mit x0 = ¢t Zeitkoordinate, x! = x, x? =
y, x3 = z Raumkoordinaten.

Die Indizes 0,1,2,3 kennzeichnen Komponenten von Vierervektoren,
(griechische Buchstaben y,v,...), 1, 2, 3 die Komponenten des gewohnli-

chen Raumes (lat. Buchstaben i, k, 1,...):
xt = (0, xK) = (2,2t 2%, x%)

(1=0,1,2,3) (k=1,2,3).
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Metrischer Tensor, ko- und kontravariante Vektoren

Die Metrik im Raum-Zeit-Kontinuum ist durch den metrischen Tensor

definiert
(10 0 0 )
fo-10 o
Sw=lo 0 21 0

00 0 -1)
go=1, gu=-1, guw=0 Yu#v.

Man unterscheidet sogenannte

kovariante Vektoren (a,): transformieren wie %

kontravariante Vektoren (at): transformieren wie x*

= unterschiedliche Vorzeichen der raumlichen Komponenten. Umwand-

lung durch Anwendung des metrischen Tensors:

a, =Y gua’, sodass
%

Einstein’sche Summenkonvention

Uber doppelt erscheinende Indizes wird summiert:
=a, = i’
= Hinaufziehen der Indizes: a" = g*"a,
mit ¢ = g,,.

Esist g," = §uo8%" = &#v = 0"

1, u=v
mit dem Kronecker-Symbol 6, =

0, u=+wv
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Dreier- und Vierervektoren, Skalarprodukt

Fiir Dreiervektorenim gewo6hnlichen Ortsraum verwenden wird = (ay, a,,4.),

so dass

at = (a°,a',0%,a%) = (a°d) mit a'=a,, a*=a, a’=a,

Skalarprodukt/Betrag Dreiervektor:

a=(i-a)'l*=[a+a] +a§]1/z.

Oft wird beim Vierervektor a* der Index # weggelassen = a, wenn eine

Verwechslung mit dem Betrag des Dreiervektors ausgeschlossen ist.

Das Skalarprodukt zweier Vierervektoren a#,b# erhdlt man durch Ver-

jungung aus den jeweiligen ko- und kontravarianten Komponenten:

a,bt =atb, =ab’ -a-b

g2 =

a.at = (a°)*-a* istdie Normvon a=a.
Klassifizierung der Vierervektoren

auat <0, a¥ raumartig,

auat =0, a*  Nullvektor (lichtartig),

auat >0, at  zeitartig.

Dies entspricht der Lage des Vektors relativ zum Lichtkegel (Abb. 1.1).

a0

a%>0

Zukunft, | zeitartig

raumartig

al  Abb. 1.1: Minkowski-Diagramm

Vergangenheit

a’ <0
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Gradient, Differenzialoperatoren

. Jd d d
=|=—,=—, = bla- t
\Y (8x'8y'8z) Nabla-Operator
.. d2 92 P 1 d 1
A=V-V= 2t I t o Laplace- oder Delta-Operator.
Die vier partiellen Differenzialoperatoren i bilden einen kovarianten
Vektor:
d Jd d d Jd\ (I - :
dy = e ( 370’ 31 92’ 8x3) = ( 8ct'v) ,  Gradientenoperator.

Der entsprechende kontravariante Gradient ist

J .
b= olv]) = _
=g a”‘(act’ v).

Der d’Alembert-Operator ist

102

D _
c2 ot2

~A=9,0"

Der e#v*¢-Tensor (Levi-Civita-Tensor)

ist ein in den vier Indizes total antisymmetrischer Tensor:

+1, (uvAp) gerade Permutation von (0, 1,2,3)

et =30, mindestens zwei gleiche Indizes

-1, (uvAp) ungerade Permutation von(0,1,2,3).
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Elektromagnetisches Feld

Das elektromagnetische Potenzial besteht aus einem Vektorpotenzial
A(7,) und einem skalaren Potenzial ¢(7,t), die einen Vierervektor bil-

den:

(A = (§,A);  ()=(caf) mit a,j=0.

n ., 0A

Elektrisches Feld: E=-Vo -

ektrisches Fe Vo 370
Magnetisches Feld: B =rotA = V x A.

Die Komponenten von E und B bilden einen antisymmetrischen Tensor

F#v = —FVE im Raum-Zeit-Kontinuum:
FHV = gAY — JVA¥,
so dass (im Vakuum)

(0 -E, -E, -E. )

E. 0 -B, B

Fovo| OV sp(F) =0,
E, B. 0 -B

\E. -B, B, 0

Daraus folgen die inhomogenen Maxwell-Gleichungen

dF*" = —j"|; in LorenZ-EiChun d Al =0 = |d, AV = in 7
c c

und die homogenen Maxwell-Gleichungen

M~ ~ . ] ~ 1
JF* =0 mit F*:= EE:W@FAQ.

*Ludvig Lorenz (%1829 Helsinger, +1891 Frederiksberg).
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Lorentz-Transformation (LT)

Beim Wechsel des Bezugssystems durch LT werden die Koordinaten
linear und reell so transformiert, dass das Quadrat des Abstandes zweier
Raum-Zeit-Punkte erhalten bleibt

x't = AP xY +at, xfu =A"x, +ay|.

Der reelle Vektor a# ist eine einfache Translation der Raum-Zeit-Achsen.

Homogene LT mit a* = 0:

x't = AP x|

Definition der LT durch:
(1) A}, = Ay reelle Transformation
(2) ApAFt = A AN = 5,4 Erhaltung des Abstandsquadrates

= det|A#,| = £1 (+1: eigentliche LT; Richtungssinn der Raumachsen
bleibt gleich).

Inverse Transformation: |x* = A Mx"|.

Die (homogene) Lorentz-Gruppe ist die Gruppe der linearen reellen
Transformation, bei denen die Skalarprodukte zwischen Vierervektoren

erhalten bleiben.
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2 Verbindung zur nichtrelativistischen Quantenmecha-
nik

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik wird die Zeitentwicklung
von Zustdanden |¢) durch die Schrodinger-Gleichung (SE) bestimmt [1]:

. d
ihs:19) = HIy)|  (SE)

Die unabhédngig und etwa ein Jahr frither formulierte Quantenmechanik
von Heisenberg [2], Born und Jordan [3} 4] hatte sich als mathematisch
aquivalent erwiesen. Fiir ein freies Teilchen in Ortsdarstellung gilt damit
fir die Zeit- und Ortsabhédngigkeit seiner Wellenfunktion (7| ¢) = ¢/(7, t)

die lineare Differenzialgleichung

in 2 (7 t)——h—zﬁ2 (7,1)
8tl’b " 2m ).

(1) Wegen der unterschiedlichen Ordnungen der zeitlichen und rdum-
lichen Ableitungen ist die SE nicht Lorentz-kovariant (£ nicht re-
lativistisch invariant gegeniiber LT): Thre Struktur dndert sich beim

Ubergang von einem Inertialsystem durch LT in ein anderes.

(2) Die SE beschreibt nicht den Eigendrehimpuls eines Teilchens, z. B.
den Spin des Elektrons. Fiir nichtrelativistische Elektronen ldsst sich
dieser Mangel durch das Rezept von Pauli beheben [5]: Die Wel-
lenfunktion ¢ wird durch eine zweikomponentige Wellenfunktion

ersetzt,

00 = ( ) )

'102 (F/ t)
mit |;(7,1)|? d%r, i = 1,2, der Wahrscheinlichkeit, das Teilchen mit
Spin in positiver (i = 1) oder negativer (i = 2) z-Richtung im Volu-

menelement d37 um den Punkt 7 zur Zeit t zu finden.
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Der Drehimpulsoperator j setzt sich aus den Operatoren L des Bahndreh-

impulses, und 6/2 des Spins zusammen:

NS

j=L+=6, Gesamtdrehimpulsoperator mit G =| ¢2

und den Paulischen Spinmatrizen

o 01 . 0 —i G 1 0
10) i 0] 0 -1/

-~ . h. .
L=7x ?V, Bahndrehimpulsoperator.

sowie

Die so modifizierte Schrodinger-Theorie ist jedoch nicht relativistisch
invariant. Ziel ist deshalb, eine relativistisch invariante Gleichung zu

finden, die den Spin automatisch mitberticksichtigt.

Zum Aufstellen von relativistischen oder nicht relativistischen Wellen-
gleichungen benutzt man das Korrespondenzprinzip, d. h. klassische

Grofien werden durch Operatoren ersetzt:

Damit ergibt sich aus der nichtrelativistischen Energie eines freien Teil-

chens

52

die freie zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung

h2v?
2m

., 0
i) =~ [).
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In der speziellen Relativititstheorie transformieren Energie E und Im-

pulsp = (px, py, p-) als Komponenten eines kontravarianten Vierervektors
E E .
P =@ p'r7 ) = (ErPxIPyIPZ) = (;,P)-
Die kovarianten Komponenten sind
v E =
Pu=&wP = (E/_P)-

= Das invariante Skalarprodukt ist

pupt = — —p-=m'c mit der Ruhemasse m.

Ableitung der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung

Wir betrachten in Abb. 2.1 den Ort eines klassischen relativistischen
ct

x(t)

mit der Zeit f im Inertialsystem und der Eigenzeit 7 als Parameter auf

Punktteilchens der Masse m > 0 im Minkowski-Raum: x(t) =

der Weltlinie. Dabei ist 7 die Zeit, die eine mit dem Teilchen bewegte Uhr

anzeigt.

Abb. 2.1: Weltlinie eines

. . Weltlinie, Eigenzeit ©
Teilchens in Parameterdar- ot F-----

stellung

Im momentanen Ruhesystem des Teilchens gilt fiir das Differenzial der
Weltlinie
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(cdt )
0
0
\ 0 )

Mit der Invarianz des relativistischen Abstandsquadrats ist

2
(dx')? = dr® = (dx)? = df? - (d)? = CdP (1 AU C(;))

—

X
wobei 9(t) = E(t)

Der Zusammenhang zwischen 7 und ¢ wird

2 /
/dt’ / v(t ; [
dT 1= vz

C2

Vierergeschwindigkeit # und Viererimpuls p sind definiert durch

dt
C_
i dv [ ¢ 1  dx_dsdt 3
~dr i /1—02/02 /c ’ dt dth /1_02/(32
dt

M:muy_m‘dxﬂ_ mc 1 ~ E/c
s dt  \/1-v2/c2\ ©/c i)

Im nichtrelativistischen Grenzfall v « ¢ gehen diese Ausdriicke in die
gewoOhnlichen Formeln fiir Energie und Impuls iiber - jedoch muss die

Ruheenergie berticksichtigt werden:

1 1 02
1+ = -+
2 U<e 2 2
Vi-a
E 1 z 1
=>E—>mc+§mc:—2:> E—>mC2+§mUZ
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Das invariante Skalarprodukt fiir den Viererimpuls ergibt demnach

pup#:__ﬁ = m-c = Ezzﬁ262+m204.
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3 Klein-Gordon-Gleichung

Als relativistische Feldgleichung bestimmt die Klein-Gordon-Gleichung
die Kinematik freier skalarer Felder (Mesonenfelder mit Spin 0). Die
KGE ist eine homogene partielle Differenzialgleichung zweiter Ordnung,
die unter Lorentz-Transformation forminvariant (relativistisch kovari-
ant) ist. Wir untersuchen sie hier zundchst als Gleichung fiir ein freies
Spin-0-Teilchen, spéter fiir ein Meson im elektromagnetischen Feld, bei-
spielsweise ein negatives Pion im Coulomb-Feld eines Kerns.

Wenden wir das Korrespondenzprinzip

J .
E —> h— D —> —1 M H — ] H
Zh&t’ p——-ihv;  p! —ihd

E _ , Jd .
(zf’”) i (@"V)

auf die relativistische Energie-Impuls-Beziehung an,

E = \/p?c? + m2ct,

erhalten wir die Wellengleichung

ih% W) = V-h2c292 + m2ct ).

Die Wurzel birgt jedoch Probleme: Thre Entwicklung ergibt Ableitungen
von bis zu unendlich hoher Ordnung, Ort und Zeit treten also unsymme-
trisch auf und die relativistische Invarianz wird - bei endlicher Anzahl

von Termen — gebrochen.
Wir gehen deshalb von der quadratischen Relation aus

2_722 . .24
E® =p°c® +mc?,

und erhalten

02 -
I N) = (HCT ) )
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mit jeweils zweiter Ableitung in Ort und Zeit. Division durch —(h2c?)

ergibt die offensichtlich Lorentz-kovariante Form

layaﬂ + (%)2] W) =0

dy = xt = (x0,%) = (ct, %),

i
dx+’
denn aus der Elektrodynamik ist bekannt, dass der d’Alembert-Operator

102 . 0?2
= g — 2 G2 gl
0=0ud 2 Ot2 V=g X’ IxV

invariant gegentiber LT ist.

In der Wellengleichung erscheint die reduzierte Compton-Wellenldange

des Teilchens mit Masse m — z. B. des Pions —

M X, AT21,414.10m.
mc

Man nennt die von Schrédinger, Gordon und Klein aufgestellte Glei-

chung

2
[EI + (%) ] |p)=0| freie Klein-Gordon-Gleichung (KGE).

E. Schrodinger hat sie 1926 als relativistische Verallgemeinerung der SE
vorgeschlagen, O. Klein und W. Gordon haben sie im Detail untersucht

(s. Referenzen in der Einleitung).

Mit dem Viererimpuls als Operator p* = iidH ldsst sie sich auch schreiben

als

[pupt - m?c*][p) = 0.
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3.1 Eigenschaften der KGE

Sie erfiillt die Kontinuitdtsgleichung; zur Herleitung aus der KGE bildet

W [a I+ ( ) ]¢ 0
und subtrahiert die komplex konjugierte Gleichung

¢[& am(";lc) ]¢* -0

= 0, Y3, -

A"y = Yry) = 0.

Damit die Stromdichte der nichtrelativistischen entspricht, multiplizie-

man

.. h 19 10
ren wir mit 5 und wegen d,, = E%’V , o = EE'_V erhalten

Wir

a[z’h

Oy v\l - h
5 (w -9 )]+v2—[wv¢ Yvy*]=0

2mc?

Dies hat die Form einer Kontinuitatsgleichung (¢ = &t

Os + V js = 0| mit der Dichte

Os = 2:112 [1,0 8idd ¢81p ] und der Stromdichte
o= o [y - g Ty7]

bzw. in kovarianter Notation mit der Viererstromdichte j# = (cg, )

duj* =0
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In relativistischer Formulierung wird die Normierung meist so gewdhlt,

dass

e = —ihe* ("' — o)

QKG=ih(1,b O 0¥ )

und mit dem Energieeigenzustand

P = p(x)e

lasst sich die Dichte schreiben als

Ok = 2E |‘lj|2

Die Verbindung zum Schrédinger—Strom ist dann gegeben durch

(BD VY -y = 5 2]Kc-

Als Folge der zweiten Zeitableitung in der KGE ist p nicht positiv definit
und daher keine Wahrscheinlichkeitsdichte; e - o(X,t) kann jedoch als

Ladungsdichte interpretiert werden.

(Bei einer DGL zweiter Ordnung wie der KGE konnen die Anfangswerte

von ¢ und ——- unabhidngig voneinander vorgegeben werden, so dass

ot

o(X) positiv oder negativ sein kann).

Freie Losungen der KGE

Es existieren zwei freie Losungen in Form von ebenen Wellen:

ybi(f,t) _ e—i(Eit—ﬁf)/h
E. = £1/p?c? + m?c*

Es treten positive und negative Energien auf. Die Energie ist nicht nach

unten beschrdnkt. Die Theorie ist skalar, sie enthdlt keinen Spin und
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kann nur Mesonen mit Spin 0 (z. B. n°, t*) beschreiben. Als Quanten-
feldtheorie beschreibt die KGE Mesonenfelder; das hermitesche skalare

Klein-Gordon-Feld beschreibt neutrale Mesonen mit Spin 0.

Im Rahmen der RQM lasst sich das KGE-Problem negativer Energien (=
Massen im feldfreien Fall) umgehen, indem man die Interpretation des

Vierervektors j# @ndert:
j* — ej*(x) = Stromdichte — Vierervektor, d. h. insbesondere
o — eo(x) = elektrische Ladungsdichte; ¢ nicht positiv definit.

Die Kontinuitdtsgleichung

2uf' =0

beschreibt dann die Ladungserhaltung, wihrend die Teilchenzahl nicht
erhalten ist [1]. In einer solchen Formulierung konnen Teilchenpaare mit
entgegengesetzter Ladung erzeugt und vernichtet werden. Mit dieser
Interpretation ist die KGE keine Einteilchentheorie mehr, sondern eine

Theorie der Ladung.

(Erst mit der Dirac-Theorie kann eine positiv definite Dichte fiir ein
Teilchen eingefiihrt werden; auch dort bleiben jedoch negative Energien,

so dass die Einteilcheninterpretation nur begrenzt moglich ist).
3.2 Wechselwirkung mit elektromagnetischen Feldern; Eichinvari-
anz

Die WW eines relativistischen Spin-0-Teilchens mit einem elektromagne-

tischen Feld wird in der KGE wie in der SE durch minimale Kopplung

berticksichtigt:
2 > in2 - eA?
ot ot u_ o ©
pt = pt - -AF
h. h. e c

-V—>-V--A
1 1 C
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mit der Ladung e des Teilchens und dem elektromagnetischen Viererpo-

A#—(IL{O), A% = .

tenzial

A
Damit wird die KGE mit elektromagnetischen Feld:

. O o\ 2(he i\ -
[(zha—eA) -c (_'V_EA) -m-c*||Y) =0

1

bzw. in kovarianter Form (Massenterm m?c?)

[(Pu - EAM) (PH - EAH) - mzcz] ) =0].

Die Maxwell’schen Gleichungen sind invariant unter lokalen Eichtrans-

formationen der Art

- 1dx T T S
podi=¢-——, A-A=A+Vx

bzw.

AF > A = AP Z ghy

mit x = x(x) eine beliebige reelle skalare Funktion der Raum-Zeit-

Koordinaten.

Diese lokale Eichinvarianz ladsst sich wie in der nichtrelativistischen
Theorie auf die KGE iibertragen, indem man die Wellenfunktion ¢ durch

Multiplikation einer Phase geeignet mittransformiert:

P(x) > ¢ (x) =" Vy(r) |

Um A(x) zu finden, setzen wir die gestrichenen Grofien in die KGE ein

und erhalten:
_ e e e e 2.2 —iA
0 = [(Pu - EAL - Eau)() (P” - EA’“ - 53“)() —mc ] Ple
e

€A —i € 4 e —i /
= [(py - EA“ - 58“)() e A (p“ - EA - E&’“‘X + h&’“‘A) - m?c%e A] 0

_ ,—iA e / e e P e ,
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= Mit der Wahl A(x) = £x(x) geht dies in die Form der KGE iiber,

[(py - EAL) (p“ - EA’ /“‘) - mzcz] Y’ =0 (Beweis durch Nachrechnen).

Da physikalische Observable durch Erwartungswerte (i|..|¢) darge-
stellt werden, spielt ein Phasenfaktor A(x) in ¢ keine Rolle: Die KGE mit
minimaler Kopplung ist deshalb unter lokalen Eichtransformationen des

elektromagnetischen Feldes invariant.

Kontinuitidtsgleichung mit Feld

Multipliziert man die KGE mit Feld von links mit (/*| und subtrahiert da-

von die komplex konjugierte Gleichung, folgt die Kontinuitdtsgleichung

als
do(x) -= | :
5 Vj(x) =0 mit
_ih LoU P~ € 0
é’(x)-mz[‘v” o Vo ]‘m—czA vy

7 h - - ~
) = - W Ty - poy] - —Ayry

(wieder mit dem Faktor i analog zur nichtrel. QM) bzw. in Lorentz-

kovarianter Form

J,j* = 0| mit <j“>:(c.€’ )
)

L R I

oder in relativistischer Normierung j,. = 2mc?j :
jke = —ihc? [P o' — Yor*] — 2ce AFp .

Aus der Kontinuitdtsgleichung folgt mit dem Gaufs’schen Integralsatz
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durch Integration iiber den gesamten Raum der Erhaltungssatz

Q= [ d (x) = const| = Ladungserhaltung.
0 g g

d
Jedoch ist wieder o(x) nicht positiv definit, da i) und a—l’tb vt willkiirliche

Werte annehmen konnen, so dass ¢ und j nicht als Wahrscheinlichkeits-

grofsen interpretiert werden konnen.

= Suche nach einer relativistischen Wellengleichung von erster Ord-
nung in der Zeit und mit positiv definiter Wahrscheinlichkeitsdichte.
Dies ist die Dirac-Gleichung, die wir in Kap. 4 diskutieren. Sie hat zwar
— wie die KGE - ebenfalls Losungen mit negativen Energieeigenwerten,

die sich aber fiir Fermionen physikalisch sinnvoll interpretieren lassen.

Vorher solljedoch die Klein-Gordon-Gleichung mit elektromagnetischem
Feld untersucht und fiir den einfachen Fall eines sphérischen Potenzials
analytisch gelost werden, denn es hat sich gezeigt, dass die Losungen
auch im Rahmen des Einteilchenmodells durchaus physikalische Bedeu-
tung haben: Sie liefern insbesondere eine realistische Beschreibung der
Einteilchenenergien und Wellenfunktionen in mesonischen Atomen, die

ein negativ geladenes Pion oder Kaon in der Hiille haben.

3.3 KGE im Coulomb-Potenzial

Die KGE mit elektromagnetischem Feld ist
e, 2oa(he ezY
[(zhg - eAO) ~¢? (?V - EA) - m2c4] Y =0.
Fiir zeitunabhéngiges A, ¢ sind die stationdren Losungen mit positiver

Energie

(%, t) = e Ehop(%), E>0
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= zeitunabhdngige KGE

2
(E-eA%)?p - c? (hﬁ - —A) @ -m*ctp =0.

Fiir ein sphérisch symmetrisches Potenzial wie das Coulomb-Feld

A%(%) - A%r), r=1%, und A =0 folgt

(-h*c*V? + m*c*)eA° (%) = [E —eAO(r)]z(p(J'c’) :

Diese Gleichung ist ein geeigneter Ausgangspunkt, um die Energieeigen-
werte und Wellenfunktionen eines Mesons wie beispielsweise des Pions
7~ oder des Kaons K~ im Coulombfeld eines Atomkerns mit Protonen-
zahl Z im Rahmen der Klein-Gordon-Theorie analytisch zu berechnen.
(Da Mesonen nicht nur elektromagnetisch, sondern auch stark wechsel-
wirken, wird ein analytisches Resultat im Coulomb-Feld das physikali-
sche Problem noch nicht endgiiltig 16sen).

Wie in der nichtrelativistischen QM wird die Gleichung durch Separati-

onsansatz gelost; in sphérischen Polarkoordinaten

o(r,9,9) =R(r)Y1,(9,9), mitKugelfunktionen Y,

= Radialgleichung:
ldd I(I+1) (E - eA%(r))? — m2c*
( rdrdr | P2 )R( )= h2c? R(").

Im nichtrelativistischen Grenzfall:

E=mc*>+E; E -eA’ <« mc?
geht diese Gleichung in die nichtrelativistische radiale Schrodinger-
Gleichung tiber, denn die rechte Seite der Radialgleichung wird mit der
nichtrelativistischen Energie E’

v [(mc?)? +2mc*(E' - eA%(r)) + (E' - eA%(r))? = m*c*| R(r) ~
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Die Schrodinger-Gleichung erweist sich also als korrekter nichtrelativis-
tischer Grenzfall der KGE in der Einteilcheninterpretation (eine notwen-
dige, keine hinreichende Bedingung daftir, dass die KGE die korrekte
relativistische Gleichung fiir ein Meson im Kernfeld darstellt — das folgt

vielmehr aus deren Invarianzeigenschaften).

Mesonen sind — anders als Elektronen — nicht stabil, sondern kurzlebig.
Es soll deshalb zundchst untersucht werden, ob es tiberhaupt mesonische

Energieniveaus im Feld eines Kerns geben kann.
Beispiel: Pion im Coulomb-Feld eines Kerns mit Ladungszahl Z

Wir wollen klaren, ob es trotz der endlichen Lebensdauer des Pions
stationdre Energieniveaus im Feld des Kerns gibt. Die Basiswerte fiir
eine entsprechende Abschdtzung sind die Massen und charakteristischen

Zeiten:
mq- =139,57 MeV/c2 ~ 273 m,.

Die klassische Umlaufzeit 7 in pionischem Wasserstoff ldsst sich aus der
Unschérferelation abschétzen. Sie soll mit der mittleren Lebensdauer des
Pions 7, 2 2,60-10-8 s verglichen werden, oder genauer mit der (deutlich
kiirzeren) Lebensdauer des Pions in tiefliegenden Zustinden mitn = 1-6
bei Absorption im Kern durch eine Reaktion ™ + p - n (4, Bohr’scher
Radius des Pions, ag des Elektrons):

AxAp = apmz 2 2 h; an 2 %ap 2 55 0,5-1000m 2 1,8-10713 m = 180 fm

2 2
~ Maly o, 139180% 1 ~ .10-20 ~ .10-8
= T2 2 3qm S = T2 7,610 s < 1,-22,6-107°s

(mith=c=1: MeV-fm 2 1/197,33; 1s 2 3-10% fm).

Die klassische Umlaufzeit des Pions ist also um zwolf Grofienordnungen
kleiner als die mittlere Lebensdauer des Pions, so dass es stationdre Ni-
veaus geben sollte. Berticksichtigt man jedoch die kiirzere Lebensdauer

des Pions in gebundenen Zustidnden aufgrund der Absorption im Kern,
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fallt der Vergleich weniger eindeutig aus, da die entsprechenden mittle-
ren Lebensdauern des Pions durchaus auch im Bereich von 10~ s liegen
konnen. Die experimentellen Daten zeigen jedoch klar, dass es stationdre
pionische Niveaus im Kernfeld gibt [3]. Wir wollen sie durch die Losung
der KGE im Feld berechnen.

Das Coulomb-Potenzial des Kerns ist fiir eine Punktladung Ze

2
eA(r) = _ZTe

und mit der Feinstrukturkonstanten a = ,fl—zc wird die Radialgleichung

[_liiH (1+1)-Z?a* 2ZaE E*-m?c*

|r-0.

rdrdr r? her hc?
Substitui . 2 A(mPc*-E?) -7 A= 2Ey _
ubstitulere: 0° = =——F5—, Y =4a, A=35, 0=0r

= kompakte Form der Radialgleichung fiir die neue Variable ¢ :

A2 2A l(l+1) _)/2 ]
[01(0/2)2 o2 (Q/—z)z] oR(0) =0|.

Das ist die Gestalt der nichtrelativistischen SE fiir die Funktion u = gR,

wenn wir ersetzen

a—24 (o0=\/% %)

I(1+1) > I(1+1)—y2=l'(I'+1) (I'im Allg. nicht ganzzahlig).

Auch in der klassischen relativistischen Mechanik findet sich eine sol-
che Anderung des Zentrifugalterms; dort sind die elliptischen Kepler-
Bahnen bei relativistischen Geschwindigkeiten nicht mehr geschlossen,
sondern werden zu Rosettenbahnen.

Die Radialgleichung wird analog zum nichtrelativistischen Fall gelost:

R(p) = (g)l e=0

3—0/2, 0 —> 0
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= Losungsansatz:

I'+1
eR(0) = (3) e (o)

mit der DGL fiir w(p) analog zum Schrodinger-Fall:

1(1+1)—y? o
—— oR (o)

2 ! ! — P——
dz_za:1)+@34_u@):0
do 0 0

(0R(0) = u(0) = ¢"1e-4w(0))

P
dez

+2(l’+1—@)%+(Qo—2(l’+1))w:0 :

Losung durch Potenzreihenansatz

Wir setzen die Potenzreihe w(p) = Z a0~

k=0
in die radiale Differenzialgleichung ein und erhalten
Zak [k(k 1)+ 2( + Dkt = 2kdk + (00 - 2(1' + 1))pk] =0.
k=0

Die Koeffizienten jeder Potenz von p miissen Null sein, also fiir ¢F (mit

teilweiser Verschiebung der Indizes k - k + 1):
[(k+1)k+2(I'+1)(k+1)]agq + [-2k+ (00 -2(I'+1))]ax =0

= Rekursionsrelation zur Berechnung von a1 aus a:

o 2(k+1'+1) - g .
LT kv D (k+20+2) °F

Fiir die Konvergenz ist das Verhaltnis “ fiir k - oo relevant:

S 2
lim =

k—oo a k
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Vergleich mit der Exponenzialreihe

=" E(ZQ)I{
k=0

mit den aufeinanderfolgenden Koeffizienten ergibt

1 (k+1)! 22
2k/kl  k+1 K

d. h. die Reihe fiir w(p) verhilt sich wie e??. Damit nicht u(g) o e?w(p) —
e? fiir grofle r resultiert — dann waére u(g) nicht normierbar — muss die
Reihe abbrechen.

Bricht die Reihe nach dem N-ten Glied ab, ist w(g) ein Polynom N-ten
Grades. Die Abbruchbedingung

AN+1 + AN =...=0 ergibt die Relation

00=2(N+I'+1)|, N=0,1,2, radiale Quantenzahl

mit gy - 2A = [A =N +I'+1]| (bis auf I analog zum Schrodinger-Fall).

Zur Bestimmung der Energieeigenwerte eliminieren wir o:

2Ey

~ 2 4E2y? ~ 4(m?c* - E?)
" heA

T R2c2)2 h2c?

o = 0

und erhalten die Energieniveaus

(positive Wurzel,day >0, A >0 = E>0).
= Fiir verschwindende Anziehung y = Za — 0 geht die Energie dieser

Losungen gegen die Ruheenergie,

E —s mc?|.
y—0
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Berechnung von I aus der Definitionsgleichung
'(I'+1) =1(1+1) -2

- —% AT 12772

nur + zuldssig, damit die kinetische Energie endlich bleibt

mc2

Eni =

)/2
[N+1/2+ U127 77|

In nichtrelativistischer Notation ist die Hauptquantenzahl n = N + 1+ 1;
damit wird E,; (n=1,2,...;1=0,1,....n-1)

1+

mc?
Enl =

7/2
[n-(+12)+ JT+127 7]

Die in der nichtrelativistischen Theorie vorhandene Entartung beziiglich

1+

des Drehimpulses ist hier aufgehoben.

Entwicklung der Energie in eine Potenzreihe ergibt

2 4
2l Y n 3 6
k= me [1 202 2n4(l+1/2 4) oy )]

2
2 Ry Ryy 1 3 4
E= mc - — - 3 - | TORy")
— n n3 \l+1/2 4n
Ruheenergie —
nichtrel. relativistische Korrektur
Rydberg-
Energie

mit 2 2 2,4
- (ZZ“) - mzzhf (=13,6 €V fiir Z=1,m=m,).

Ry =
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Da die relativistische Korrektur die Entartung in [ aufhebt, ergibt sich
eine Energiedifferenz:
4R,y* n-1

nd 2n-1
Damit /' und die Energieeigenwerte reell sind, muss gelten (s. Ausdruck
tir I')

Ei-o = Ej-p-1=—

1
I+ 5 >Zal.
Fiir s-Zustande mit [ = 0 bedeutet das
1 137
Z < o ~ % =68,5; analog fiir I=1: Z < 205,5.

1

Abb. 3.1: Klein-Gordon- \

. .o . E

Bindungszustdnde im ne | Ey Exp

Punktladungspotenzial .
0 100 200

Fiir groflere Z wird das System instabil, es gibt keine reellen Losungen
zum Coulomb-Potenzial fiir Punktladungen mit Z > 68 fiir s-Zustande
(s. Abb. 3.1). Reale Kerne sind jedoch keine Punktladungen, sie haben
einen endlichen Radius, und fiir das zugehorige Potenzial existieren / = 0

Bindungszustdnde auch fiir Z > 68, 5.

Beim Vergleich mit realen mesonischen Atomen muss demnach:

e der endliche Kernradius berticksichtigt werden,

e die Masse m = m, durch die reduzierte Masse — mit der Kernmasse

Mmy-M
my+M’

M - ersetzt werden, p =

e die Vakuumpolarisation berticksichtigt werden (virtuelle Elektron-

Positron-Paare),

e die starke Wechselwirkung Pion-Kern abgeschéitzt werden.
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3.4 Oszillator-Coulomb-Potenzial

Die endliche Ausdehnung des Kerns, die auch fiir Z > 68,5 bei [ = 0
Bindungszustdnde ermoglicht und deshalb der wichtigste der vier ge-
nannten Effekte ist, lasst sich durch ein Oszillator-Coulomb-Potenzial
berticksichtigen (s. Abb. 3.2.).

Wir betrachten dazu den Kern ndherungsweise als homogen geladene

Kugel, mit Potenzial

2 2
Slg) rer
eA'(r)=V(r)={ 2R R

—ZTEZ ; r>R
V(r)
(MeV) Abb. 3.2: Oszillator-
E_ Coulomb-Potenzial
r (fm)

Pb (Z = 82,A = 208) -
V(0) = ~ 5217 1,5 MeV ~ -25 MeV
R=1,2AY3 fm~7,11 fm

ze
R

NI

Die Radialgleichung kdénnen wir auch fiir dieses Potenzial durch Potenz-
reihenansatz 16sen. Es ergibt sich ein nahezu linearer Zusammenhang
zwischen den Zustandsenergien E und der Kernladungszahl Z, und es
existieren auch fiir grofSe Z- und kleine [-Werte gebundene Zustdnde (s.
Abb. 3.3 aus [2] fiir das Oszillator-Coulomb-Potenzial einer homogen

geladenen Kugel mit Radius R = 10 fm).



38

200 400 600 1200 1400 1600 1800

ls 2s 2p

Abb. 3.3: Energieeigenwerte gebundener 1s-, 2s- und 2p-Pionzustdnde [2]

In Tab. 1 aus [2] sind fiir zwei verschiedene Kernladungszahlen (Z = 2 fiir
Helium und Z = 1450 fiir ein fiktives stark gebundenes System) der Er-
wartungwert des 1s-Pionradius, (r),, das Oszillator-Coulomb-Potenzial
V beim Radius (r),, die Bindungsenergie Ep = E15 — m1,c> sowie die mitt-
lere quadratische Abweichung Ar = \/(r2),, - (r); aufgelistet. Ein Ver-
gleich dieser Werte mit der Ruheenergie m,c? = 139,57 MeV des Pions
und seiner reduzierten Compton-Wellenldnge A, = 1,41 fm ergibt bei

schwacher Bindung

Z=2: |Eg|, |V({r)y)] <mac?, Ar> A

Tabelle 1: Gebundener 1s-Pionzustand im Oszillator-Coulomb-Potenzial fiir den
schwachen (Z = 2) und starken (Z = 1450) Bindungsfall, aus Wachter [2]

Z=2 Z = 1450
(r)y 146,4fm 3,7 fm
V((r),) -0,02MeV -298,9 MeV
Ep ~0,05 MeV -278,8 MeV

Ar 84,3 fm 1,6 fm
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Bei starker Bindung, beispielweise Z = 1450 (Tab. 1), gilt jedoch

\Es|, |V ((r)y)]> m.c, Ar~A,..

Hier ist demnach das Einteilchenkonzept nicht mehr giiltig. Dies ldsst
sich auch anhand der radialen Ladungsdichte r?o(r) des 1s-Pionzustandes
bestdtigen: Bei schwacher Bindung ist sie fiir alle Radien positiv definit.
Im Fall starker Bindung hat die radiale Ladungsdichte jedoch keinen
einheitlichen Verlauf und geht ab r ~ 15 fm in negative Werte tiber,
was mit dem Einteilchenkonzept unvereinbar ist — erst im Rahmen von
Quantenfeldtheorien wird die physikalische Bedeutung dieses Vorzei-

chenwechsels in starken Feldern aufgrund der variablen Teilchenzahl
deutlich.

Zur Berechnung mesonischer Eigenzustdnde und Wellenfunktionen in
realistischen Kernfeldern mit Z < 92 — 118 eroffnet jedoch die Einteil-
cheninterpretation der KGE einen brauchbaren Zugang. Das Oszillator-
Coulomb-Potenzial muss allerdings bei schweren Kernen durch ein rea-
listisches Woods-Saxon-Potenzial ersetzt werden, mit dem die Radial-
gleichung nicht mehr analytisch, sondern nur noch numerisch gelost

werden kann.

Tietliegende pionische Zustdnde wie der 1s- und 2p-Zustand in pioni-
schem Blei (Z=82) wurden in den 1990er Jahren entdeckt [3| 4]. Wegen
des groflen Uberlapps der Pionenwellenfunktion mit der Kerndichte-
verteilung ist insbesondere der pionische 1s-Grundzustand sehr emp-
findlich auf die genaue Gestalt des Potenzials, das die starke Pion-Kern-

Wechselwirkung beschreibt.
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4 Dirac-Gleichung

4.1 Einleitung

Um die mit der KGE verbundenen Schwierigkeiten zu vermeiden — ins-
besondere die nicht positiv-definite Dichte —, suchte Dirac nach einer in
den zeitlichen und oOrtlichen Ableitungen linearen Gleichung fiir ¢ [1]

(weitere Referenzen s. Einleitung):

d
h—1=H
oV = Moy
mit dem Dirac-Operator
he i 2_ == 2
Hp = 704 Ik + pmc” = cap + pmc
und
Uy
=] : N-komponentiger Spaltenvektor.
Un

Bei korrekter Wahl von o (k = 1,2, 3; summiere iiber doppelte Indizes)
und f die DE ergibt sich daraus die Dirac-Gleichung.

Da die Gleichung von erster Ordnung in der Zeit ist, bleibt die Dichte
positiv; wegen der Forderung relativistischer Invarianz diirfen dann
auch die riumlichen Ableitungen nur von erster Ordnung sein.

Damit Hp hermitesch ist (Hp = Hj},) miissen a* und p hermitesche N x
N Matrizen sein (nicht einfach Zahlen, da die Gleichung dann nicht

forminvariant bei rdaumlichen Drehungen ist).

4.2 Forderungen an die Gleichung; Ableitung der DE

(1) Die Komponenten iy, ..., 5 von i miissen die KGE erfiillen, so dass
fiir ebene Wellen als Losungen die relativistische Energie-Impuls-

Beziehung E? = p?c? + m?c* gilt.
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(2) Es gibt einen erhaltenen Viererstrom, dessen nullte Komponente

eine positive Dichte ist; es gilt die Kontinuitidtsgleichung.
(3) Die Gleichung muss Lorentz-kovariant sein.

Aus den Bedingungen (1), (2), (3) folgt die Dirac-Gleichung.

Konsequenzen dieser Bedingungen:

zu (1): zweimalige Anwendung von Hp ergibt

2
—hz%gb —h?c? Z ( ‘al +ala’) 90

1]1

hmc3

i

3

). (@B +pa’) O + prmcty

i=1

(der erste Term auf der rechten Seite der oberen Gleichung wurde
wegen d;d; = d;d; symmetrisiert).

Division durch (h%c?) und Vergleich mit der KGE,

[a am( )]¢ 0,

ergibt drei Bedingungen an die &,  mit der Einheitsmatrix I :
alal +ala’ =267 -1
(%) a'B+pa’ =0
(@) =p2 =1

zu (2): Definiere den zu 1 adjungierten Zeilenvektor ¢* = (5, ..., ¥5,) -

Forderungen an die algebraische
=

~"

Struktur der Dirac-Matrizen.

Multipliziere die DE von links mit ¢+

= ihtp*%yb = ?gﬁakaklﬁ + mc*Y*py.
Die dazu komplex konjugierte Relation wird

—ih - &¢

L (a ) a Y+ mePrpTy,
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und die Differenz beider Gleichungen multipliziert mit (-i/h) ergibt
; + +9 .
(mit gyry =y +yplr):

imc?

2 yry = e [@r) o s « gty yrpy) . ()

Damit dieser Ausdruck die Form einer Kontinuitdtsgleichung erhalt,

0 Lo
§Q+V]—O ,

miissen die Matrizen a¥, B hermitesch sein:
(@) =aF; B =B = letzter Term in (*+) fallt weg,

und mit der Dichte p und der Stromdichte ( ]'0, ]'k )
N
0= = Y i,

P=co,  fEcpraty

ist die KG erfiillt; in kovarianter Form mit j* = (/°, j*), k=1,2,3

10 7,
- =40, 7 dk_
Oul oo T o 70

4.3 Eigenschaften der Dirac-Matrizen

Die Matrizen a¥, B antikommutieren:
{ozk, ,B} =0; ihr QuadratistI:
(ak)2 =p? =1 = Eigenwerte + 1.

Schreibe diese Bedingung als

Q2= o= -patp (B = -pat)



44

und benutze die zyklische Invarianz der Spur (d. h. Sp(AB) = Sp(BA) fiir
quadratische Matrizen A, B),

Sp(a*) = -Sp(Ba*B) = -Sp(a*B?) = -Sp(a*) =0,  und analog fiir B

= Sp(a*) = Sp(p) = 0.

= Die Anzahl der positiven und negativen Eigenwerte muss gleich sein.

= |Nist geradzahlig|.

Annahme: N =2 = nicht méglich, denn die Basis der vier 2 x2-Matrizen
I, 01, 02, 03 enthidlt nur drei antikommutierende Matrizen, wir brauchen

jedoch vier.

N = 4 ist demnach die kleinstmogliche Dimension, in der die geforderte

algebraische Struktur realisierbar ist.

Eine spezielle Darstellung (Dirac-Darstellung) der Matrizen ist

ak_OGk (T 0
ot o) P o o

mit den Pauli-Matrizen

o 01 . 0 —i G 1 0
10) i 0] 0 -1

10
und der Einheitsmatrix I = ( 0 1 )

Die algebraischen Beziehungen () lassen sich leicht testen, z. B. ist die

zweite Bedingung in (x):

a*B + pak = 0 + 0 d =0
o 0 -ak 0 .

Diese Darstellung ist die Standarddarstellung der DE. ¢ heifst Vierspinor
oder einfach Spinor, Y* der hermitesch adjungierte Spinor. Sie haben

spezifische Transformationseigenschaften unter LT.
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4.4 Dirac-Gleichung in kovarianter Form

Anstelle der a- und p-Matrizen sollen jetzt die (kovarianten) y-Matrizen
eingefiihrt werden [2, 3]. Wir gehen von der Dirac-Gleichung mit a- und
p- Matrizen aus. Um zeitliche und rdumliche Ableitungen in kovarianter
Schreibweise zusammenzufassen, multiplizieren wir zundchst die DE
mit B/c

ih%¢ = [l%a@k +[3ch] Y=0 |- (—’B)

c

Hp
[—ihﬁ&o — ihBak oy + mc] Y =0 (mitdy=7d/(cdt)).

Definiere neue Dirac-Matrizen
=B, 7 =pat
mit den folgenden Eigenschaften:
(1) 7% hermitesch, Y0 = (39)*, (y°)? =1
(2) y* antihermitesch, (y%)* = —p%; (y¥)2 = -1
Beweis:
(V)" = (Ba)* = a"p = —pat = -
(y)? = pa* - pa’ = -ppa‘a’ = -IL

Diese Relationen ergeben zusammen mit den folgenden Antikommuta-

tionsrelationen (k=1,2,3)
{00 =% + /0 = Bpar + B afB = 0
——
_ﬁak
0, k=l
(5,91} = Y5y + 91k = Bak pat + palpar = {
——

—— |21, k=I
_ak‘g —adlak
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die grundlegende algebraische Struktur der Dirac-Matrizen

(P, ¥y =Y+t =2g 1, (p#)? = g** . Clifford-Algebra.

Die Dirac-Gleichung erhilt jetzt die Gestalt

(=ihy*d, +mc)p =0

oder nach Division durch A

(—i)/“&H + %C) Y = 0| Dirac-Gleichung, DE.

Der Kehrwert des Massenterms entspricht dabei der reduzierten Compton-

Wellenldnge des Fermions (Elektrons, Myons usw.). Fiir das Elektron ist

h A, A%~3,86-1078 m.
mc

Feynman hat folgende abkiirzende Schreibweise eingefiihrt:

p=y-v=yto, =yt =y —yo (yu=guwy")

(vt = beliebiger Vektor; slash / = skalare Multiplikation mit y,.)

Damit wird die freie Dirac-Gleichung

7]

mit den y-Matrizen in der oben angegebenen speziellen Darstellung

(Dirac-Darstellung)

I 0 0 of
0_ k _ .

Eine dazu dquivalente Darstellung ergibt sich durch y - MyM-! mit
einer beliebigen nichtsinguldren Matrix M (d. h. detM # 0). (Andere
gebrdauchliche Darstellungen: Majorana- und chirale Darstellungen, s.

Bibliographie am Ende des Buches).
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Der zu 1) Dirac-adjungierte Spinor ist
p=yiy
Mit ihm lésst sich die Viererstromdichte j¢ = (cp, j*) aus Kap. 4.2 schrei-

ben als
jt=cypty

und die Kontinuitatsgleichung wird

Jyjt = 0.

4.5 Losungen der freien DE

Die Losungen der freien Dirac-Gleichung zu definiertem Impuls p sind

(Probe durch Einsetzen)

(+)
(+) o _ iepot—piyn | A12 . .
llbp 112(x) = g NP Ginsy) positive Energie
Po+mc

s
. B opXq,

‘P;(ﬁ),z(x) = ef(cpot=pE)/ premc | negative Energie
X12

mit po = ++/P2 + m2c2 > 0: E2 = c2p? = j2c2 + m2c* (relativistische Energie-
Impuls-Beziehung), wobei )(fz) jeweils zwei linear unabhédngige zwei-
komponentige konstante Spinoren bezeichnen.

Wie bei der KGE gibt es zwei Sorten von Losungen, die einen mit po-
sitiver Energie E = +cpy, fiir die sich die Interpretation als Teilchenwel-
lenfunktion anbietet, und die anderen mit negativer Energie E = —cpy,
die den Dirac-See bilden; dazwischen liegt das verbotene Energieinter-
vall [-m-c?..m-c?], s. Abb. 4.1. Die scheinbare Asymmetrie zwischen
Losungen zu positiver und negativer Energie wird dann in der Quanten-
tfeldtheorie aufgehoben. Die Dirac-Gleichung ist dort eine Gleichung fiir

Feldoperatoren; Teilchen und Antiteilchen werden vollig symmetrisch
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behandelt. (Zur physikalischen Interpretation der negativen Energien

und dem Zusammenhang zu Antiteilchen s. auch Einleitung).

E
P, 3 S
Abb. 4.1: Positive und negative
0 Energien mit |E| > mc? bei den
Losungen der Dirac-Gleichung
_mC2 ***************
neg. Energiekontinuum:

Locher 2 Antiteilchen

Die positiven und negativen Losungen sind aufgrund der Freiheiten bei
der Wahl der Spinoren sz) noch nicht eindeutig spezifiziert, so dass
wir neben dem Dirac-Hamilton-Operator Hp und dem Impulsoperator
p einen weiteren Operator erwarten, der nur auf die inneren Freiheits-
grade der Wellenfunktionen wirkt und zusammen mit Hp und p einen
vollstandigen Satz kommutierender Observabler bildet. Dieser Operator
hingt mit dem Spin zusammen, dessen Quantenzahl den Wert 3 hat (s.
Kap. 6); die DE ist deshalb fiir die Beschreibung von Spin-1/2-Fermionen
geeignet. Fiir ein freies ruhendes Teilchen mit Wellenzahl k = 0, Impuls

p = 0ist die DE
L d
zhggb—ﬁmcyb

mit den Losungen zu positiven/negativen Energien E = +mc?

_imc2 0 _imc2 1
IP{ =@ h t , IP; =@ h t
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(0 ) (0 )
0

0
\ 0/ \ 1)

4.6 Kopplung an das elektromagnetische Feld

Wie in der nichtrelativistischen Theorie wird der kanonische Impuls p
durch den kinetischen Impuls 7t = p - EA ersetzt, und das skalare elektri-
sche Potenzial e¢p kommt zur Ruheenergie im Dirac-Hamilton-Operator
hinzu (minimale Kopplung; s. KGE). Es ergibt sich die folgende Glei-
chung

ih%gb =|ca(p- EA) +Bmc? + e |V

—
Tt

mit der Ladung e des Teilchens mit Masse m, beim Elektron also e = —ey.
Der Hamilton-Operator mit Feld ist nach wie vor hermitesch. Analog
zum Klein-Gordon-Fall ist die Gleichung unter der lokalen Eichtrans-

formation

d
R

A->A =A+Vy
bzw. A - A't = AF -9ty invariant, wenn gleichzeitig die Wellenfunktion

Y mit einer entsprechenden Phase multipliziert wird:
lp N llbl — eiA(x)¢
e
A(x) = —
(x) = -x(x)

(x(x) eine beliebige reelle skalare Funktion der Raum-Zeit-Koordinaten).
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Nichtrelativistischer Grenzfall

Verwende die explizite Darstellung der Dirac-Matrizen

o (1 0
Nt o) P o

und zerlege den Viererspinor 1 in zwei zweikomponentige Spaltenvek-

toren,

N — N—
Il

—_—mm

Ql Qi

b [ I

|l =l

N —

0 k
wegen af = ( 7

= DE:

N g-
zha()_()—c-( .

Im nichtrelativistischen Grenzfall ist die Ruheenergie mc? die grofite

Qi
b [
<l =l
~—
+
(o)
-
Y S
=l Sl
~——
+
3
a
N
Y S
|
=
~——
x

Energie im Problem; wir machen deshalb in der Losung zu positiver

Energie den Ansatz

FFr () ) A2)

) nur langsam und gentigen exakt der Gleichung

Hier variieren die (
X

i) R ) () ()
at\ x G-7t-@ X X

Beweis: Die Zeitableitung auf der linken Seite der Gleichung (x) ergibt

¢
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einen Term

—imr2 9 9
T e P B RS ’fih2 1,

.2 o )
nach Division durch e~ ! und Subtraktion von i - ( Hie ) ( ¢ )

h

wird das letzte Glied auf der rechten Seite von ()

(o))

In der unteren Gleichung in (**) vernachldssigen wir nun im nichtrela-
tivistischen Grenzfall hZx = hy und ey gegeniiber 2mc2y und machen

den Ansatz

- —

OTt
X

" 2me

= Im nichtrelativistischen Grenzfall ist y gegeniiber ¢ um einen Faktor
der Grofsenordnung ~ £ kleiner; ¢ ist die grofie, x die kleine Komponente
des Spinors. Im nichtrelativistischen Grenzfall vernachlédssigen wir die

kleine Komponente.

Setzen wir diesen Ansatz in erste DGL in (x) ein, fallt der Massenterm
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weg:

. d 1 .., I P
zha(p = [% (o1t) (o) + ech] Q, T=p- EA = —ihV - EA'

Esist ¢'o/ = Oij + ie ¥ was sich durch Einsetzen der Pauli-Matrizen

und des Levi-Civita Tensors nachrechnen lasst:

1, gerade Permutation
etk = | -1, ungerade Permutation von 1,2,3
0, sonst.
Man erhalt
5 5 s -2 [P = ) €h R - re
G-T-0-Tt=T"+10(TTxT) =T —?OB mit B=V x A,

denn
L. -y .eh
Ttx 7= (- zh)(——)(VxA)zz?B

oder komponentenweise

(ﬁxﬁ)i:—ih(—g)eifk(8jAk ARD;) =i e — (9,4~ ')

—

mit | B = ¢'%(9;A" - A*9;) |2 B = V x A.

Fiir die grofife Komponente des Dirac-Spinors folgt daraus die

DE mit elektromagnetischem Feld im nichtrelativistischen Grenzfall

& 1 (. e=\> eh
atgo [ (p——A) —2—GB+eqb]

2m C mc

Dieses Resultat entspricht der Pauli-Gleichung der nichtrelativistischen
QM fiir den Pauli-Spinor ¢, dessen beide Komponenten den Spin des
Elektrons beschreiben. Auch der (bis auf QED-Korrekturen) richtige gy-

romagnetische Faktor ¢ = 2 kommt heraus.
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Zum Beweis wiederholt man die aus der nichtrelativistischen QM be-

kannten Schritte:

Gegeben sei ein homogenes Magnetfeld B mit Vektorpotenzial A :

B=Vxd; A= (Bx),
denn
I e (S SR
Vx A =3V (BxT)=3B(VF)-5(7V)B =B
7 - - .. dx 0 -
wegen d x (b x¢) = b(dc) - c(ab); Vr:£+£:2, B=0

Bahndrehimpuls und Spin:

Um die Aquivalenz zur Pauli-Gleichung zu zeigen und das magneti-
sche Moment mit Bahn- und Spinanteil zu erhalten, benotigen wir die

Drehimpulsoperatoren

=
I

7 xp Bahndrehimpuls
E
2

Einsetzen in die rechte Seite der DE im nichtrelativistischen Grenzfall

S

ho Spin

ergibt (bis auf das skalare Potenzial)

2, e . L2 2
L (ﬁ2+e—A2—fﬁA)—ﬂaB:p—+ ¢

- e - - - -
— A2 - — (LB+2SB
2m c2 2mc 2m  2mc? 2mc (LB + )

. . . .. . 2§.
mit—ZﬁA:—Z%ﬁ(BxF):—B(Fxﬁ):—LB, 5—3:?53.

= Nichtrelativistische Ndherung der Dirac-Gleichung

., 0 pZe - s = €2
lhE(P— %—%(L+ZS)B+

"

L

A2 +ed |

2mc?
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mit (i = magnetisches Moment aus Bahn- und Spinanteil. Mit den Ab-
kiirzungen Hj fiir den wechselwirkungsfreien Anteil, und H;,; fiir die

Wechselwirkung schreiben wir

., 0 4
ih = = [Ho+ Hu] 9|, Ho = s

und das magnetische Moment ist
. - e = a
Y = UBahn t HSpin = %(L + 25)

Das Spin-Moment ist demnach

. e - e =
Hspin = 5 e 2% = 86 50

mit dem Landé-Faktor (gyromagnetischen Faktor) | g. = 2|.

Er bestimmt, um wie viel stiarker sich der Spin auf die Teilchenenergie
auswirkt als ein gleich grofler Bahndrehimpuls.

Im Rahmen der Quantenelektrodynamik (s. Kap. 9) werden Korrektur-
terme g, =2(1+a/(2n) +...) berechnet. Man erhdlt fiir das freie Elektron
bei Berticksichtigung von zehn Koeffizienten in der Entwicklung nach
der Feinstrukturkonstanten g% = 2,0023193048(8) in guter Ubereinstim-
mung mit dem experimentellen Wert ¢¢* = 2,0023193043622(22).

Mit dem Bohr’schen Magneton (Betrag)

B eoh
HB_Z

~5,788-10""MeV - T); -2 =_EE
meC ( © ) 2mc h

lasst sich das magnetische Spinmoment des Elektrons (m = m,; e = —¢ =

-1 elektr. Elementarladung) schreiben als

. Bz
USpin = _ge%s .
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Fiir ein Coulomb-Potenzial e¢ = —ZT‘% ist das Zeitverhalten der Losung
@ durch die Rydberg-Energie charakterisiert, R, = mio‘Z ~ 13,6 eV fiir
Z=1(mita?=2).

Bei kleinem Z (insbesondere beim H-Atom mit Z = 1) ist die Ruheenergie

des Elektrons sehr viel grofier als diese Energie, 911 keV > 13,6 eV, so
dass die Vernachldssigung von x in der Bewegungsgleichung nachtrag-

lich gerechtfertigt ist.

Ankopplung an das elektromagnetische Feld in kovarianter Form:

Wir gehen aus von der freien Dirac-Gleichung

[—iy”ﬁy + %] Y =0
mit dem Impulsoperator

pu=ihd,, d, kovariant

" ok

pt =ihd", J'=-—  kontravariant.
ox,

Die zeitlichen und rdumlichen Komponenten des Impulsoperators sind

d d d
O = = ] _ k = — = ] _ = —' _—
P =Fo Zho'?ci" Pr="Fk Zh&xk lh&xk°

Analog zum Klein-Gordon-Fall ersetzen wir in minimaler Kopplung den

Impulsoperator durch Operator minus Viererpotenzial
e -
Pu = Pu— EA”' AP = (A% A), A'=co

und erhalten so die kovariante Form der DE mit elektromagnetischem
Feld

[_yu(ihgy A+ mc] $=0|.
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Kontinuititsgleichung mit elektromagnetischem Feld

Aufgrund der Hermitezitdt des Hamilton-Operators ermdglicht die DE
— im Gegensatz zur KGE — die Definition einer positiv definiten Wahr-
scheinlichkeitsdichte.

Beweis: Wir gehen aus von der Dirac-Gleichung

ih&%(tx) = [007 (;5 - EA) + e + ﬁmcz] P(x)

und multiplizieren von links mit dem adjungierten Zeilenvektor
= (Y1, 92,93, 97)
+ llb he =2 A + 2.1+
= thy ¢ aviy — e @AY + ety + me* Y B

Adjunktion der DE (mita = a*, p = f*) und anschlieflende Multiplikation

von rechts mit 1 ergibt

—ih ¢

tp——~—(v¢ Jap - ey GAY + et + mcPpTpip.

Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt eine Kontinuitéts-

gleichung der Form (die Terme mit A, ¢, m heben sich weg):

do(x)
ot

mito=y'yp, j=iredy.

+Vj(x)=0

Wendet man hierauf den Gauf$’schen Satz an, ergibt sich

%[d%@z—fd%@]?:fdﬁ]?:()i

Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist zeitlich konstant, [ d®xo(x) = const.

Dies rechtfertigt zusammen mit

Y= ;%% = %:\%IZ >0
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die Interpretation von g als positiv definite Wahrscheinlichkeitsdichte,
und dementsprechend f als Wahrscheinlichkeitsstromdichte.
Ferner kann das in der nichtrelativistischen QM eingefiihrte Skalarpro-

dukt (in der Ortsdarstellung) tibernommen werden:

Wl9) = [ xyr(x)6(x)
mit den Konsequenzen

e Orthogonalitit der Eigenzustinde hermitescher Operatoren mit

verschiedenen Figenwerten,

e Darstellungsunabhingigkeit des Skalarproduktes unter unitdren

Transformationen.

Im Gegensatz zum nichthermiteschen Klein-Gordon-Fall ist im hermi-
teschen Dirac-Fall keine Modifikation der in der nichtrelativistischen
Theorie gebrdauchlichen Begriffe Skalarprodukt, Hermitezitdat und Uni-
taritat erforderlich.

(In der Klein-Gordon-Theorie ladsst sich ein verallgemeinertes Skalarpro-

dukt definieren:

W0}y = [ dxp* (x)op(x).

Ein sehr erfolgreiches Anwendungsgebiet der Dirac-Gleichung im Feld
ist die Physik myonischer Atome. In solchen Myonenatomen ist ein
Hiillenelektronen durch ein negativ geladenenes Myon (1) ersetzt. Ein
myonisches Atom entsteht, wenn ein Myon in einer der dufieren Scha-
len eines Atoms eingefangen wird; fiir den Einfang mehrerer Myonen
reichen die Intensitdten heutiger Myonenstrahlen nicht aus.

Das p~ geht dann in einer Kaskade unter Aussendung von Photonen

und Auger-Elektronen in den Grundzustand iiber und wird dort nach
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einigen Nanosekunden - analog zum K-Einfang eines Elektrons — durch
den Kern absorbiert. Dabei wird ein Proton zu einem Neutron, und
ein Myonneutrino wird emittiert. Freie Myonen unterscheiden sich von
Elektronen durch ihre ihre endliche mittlere Lebensdauer von 2,2 us —sie
zerfallen infolge schwacher Wechselwirkung in ein Elektron und zwei

Neutrinos — und eine etwa 207-fach grofiere Masse.

Der Bohr’sche Radius einer Myonbahn ist um diesen Faktor kleiner als
der Radius der Elektronenbahn des gleichen Zustandes. Da er mit 1/Z
skaliert, betrdgt er in schweren myonischen Atomen wie Blei mit Z = 82
nur etwa 3 fm, ist also deutlich kleiner als der Kernradius: Das Myon hat
eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Kern. Auf diese Weise
wird der Einfluss des Atomkerns auf den myonischen Zustand (Hy-
perfeinstruktur, Isotopieetfekte, insbesondere Volumeneffekt) durch die
elektromagnetische Wechselwirkung deutlich, und die Kernstruktur so-
wie kernphysikalische Effekte (u. a. strahlungslose Neutronenemission)

konnen mit Hilfe myonischer Atome prézise untersucht werden [4].

Die mittlere Bahngeschwindigkeit des Myons skaliert mit der Protonen-
zahl des Kerns und erreicht deshalb — besonders im 1s; ,-Grundzustand
in schweren myonischen Atomen, aber auch in den n = 2-Zustdnden
— einen wesentlichen Teil der Lichtgeschwindigkeit. Nichtrelativistische
Rechnungen sind hier nicht anwendbar, die Dirac-Gleichung ermog-
licht jedoch eine genaue Modellierung des Systems. In sehr schweren
myonischen Atomen wie myonischem Blei muss ferner das Oszillator-
Coulomb-Potenzial durch ein realistischeres Woods-Saxon Potenzial er-
setzt werden; die Losung der Dirac-Gleichung ist dann nur noch nu-
merisch moglich. Zuséatzlich sind quantenelektrodynamische Effekte —

insbesondere die Lamb-Shift, s. Kap. 6 und 9 — zu berticksichtigen.

In myonischem Wasserstoff wurde 2010 mit Hilfe von Laserspektro-

skopie der myonischen Lamb-Shift am schweizerischen Paul-Scherrer-
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Institut auch der Protonenradius gemessen. Das Ergebnis des ersten der-
artigen Experiments R, = 0,84184(67) fm war um etwa 5 Standardab-
weichungen kleiner als vorherige Messwerte aus Streuexperimenten an
elektronischem Wasserstoff [5]. Von derselben Arbeitsgruppe durchge-
fiihrte Experimente im Jahr 2013 ergaben einen nochmals genaueren Wert
[6]. Obwohl es verschiedene Hypothesen zu den moglichen Ursachen —
wie die Kernpolarisation durch das Myon - gibt, ist die genaue Ursache
dieses Proton-Radius Puzzles bis heute unbekannt. Ob es sich um neue
Physik jenseits des Standardmodells der Teilchenphysik handelt bleibt

zunachst offen — es ist aber relativ unwahrscheinlich.
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5 Invarianzen der Dirac-Gleichung

5.1 Lorentz-Kovarianz

Die Lorentz-Kovarianz wurde bereits bei der Ableitung der Dirac-Gleichung
gefordert, sie ist deshalb in der Gestalt der DE bereits berticksichtigt.
Wegen der prinzipiellen Bedeutung soll sie dennoch erneut diskutiert
werden.

Inertialsysteme sind Bezugssysteme, in denen sich kréftefreie Teilchen
gleichformig (= mit konstanter Geschwindigkeit) bewegen. Relativisti-
sche Invarianz einer Gleichung bedeutet, dass diese Gleichung in allen

Inertialsystemen die gleiche Form annimmt.

Die Lorentz-Transformationen (LT) geben an, wie sich die Koordinaten
zweier Inertialsysteme ineinander transformieren. Hier soll das Verhal-
ten des Dirac-Spinors bei Lorentz-Transformationen untersucht werden.
Die Lorentz-Transformationen vermischen dabei Raum- und Zeitkoor-

dinaten.

Die fiir die Koordinatentransformation erforderliche 4 x 4-Matrix sei A.

Dann definieren folgende Beziehungen die Lorentz-Transformationen:
e Aus der Forderung der Invarianz des d’Alembert-Operators
o= 8H8“ = gwﬁf‘&V = 8Mg“‘”8v

gegeniiber Lorentz-Transformation folgt (mit dem metrischen Ten-

SO )

AAngAQv = SAQ (*)

e oder in Matrixform

AgAT =gl (%)
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Beweis:
0 _ ox' . )
dxt  JdxH  Jx'A

= 9,89, = A9 " N9, = 94g"D,

9, - AY9,

=AY g AL, = g

SAgAT =¢.

Lorentz-Gruppe

Zundchst soll hier gezeigt werden, dass die Lorentz-Transformationen
(%), (=) eine Gruppe bilden:
(a) Abgeschlossenheit
Betrachte zwei Lorentz-Transformationen A; und Aj, i # j. Fiihrt
man beide nacheinander aus, ergibt sich mit (*x):

(M) g(Ailj) = AT(AgAN)A = ATgA; = g.

(b) Einselement

Sei I Einheitsmatrix, dann gilt: TA = ALL

(c) Inverses Element

Sei A ein Element aus der Gruppe, dann gilt:
g INTgA=¢lg=T = Al=¢ATg

Damitbilden die Lorentz-Transformationen eine Gruppe, die als Lorentz-
Gruppe bezeichnet wird.

Aus der Forderung der Invarianz des d’Alembert-Operators ldsst sich
die Determinante von A bestimmen, fiir die gilt: (det A)? =1 = det A =
+1. Die Lorentz-Transformation kann demnach auch eine Drehung und

Spiegelung im Minkowski-Raum darstellen.
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Aus dem Matrixelement A = 0, ¢ = 0 der Definitonsgleichung folgt
AO[ugyvAOV -1-= (AOO)Z _ Z(AOk)Z -1
k
= A% >1 oder A% < -1.

Die Vorzeichen der Determinante von A und das von A% werden zur

Klassifizierung der Elemente der Lorentz-Gruppe verwendet:

sgnAY | det A
Eigentlich orthochron L! 1 +1
Uneigentlich orthochron L' 1 -1
Zeitspiegelungsartig L* -1 -1
Raum-Zeit-spiegelungsartig L} -1 +1

Eigentliche LT: Ausschluss von Raum-Zeit-Translation, Raumreflexion,

Zeitspiegelung.

Spezielle eigentliche LT: Ausschluss von 3d-Rotationen.

Im Folgenden betrachten wir die eigentlich-orthochrone Lorentz-Gruppe.

Bei gleichformiger Bewegung hidngen die Koordinaten eines Ereignis-
ses in zwei Inertialsystemen I und I’ durch eine lineare Transformation

miteinander zusammen:
I — I': x* — x* = AH,x" eigentliche LT.
Dazu ist eine Transformation
P(x) > P'(x) = S(A)p(x)

gesucht, so dass die folgende — durch die Dirac-Gleichung bestimmte —
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Forminvarianz in den beiden Inertialsystemen gilt:
I: (—iy”é?y + %) Y(x)=0
I': (—i)/”&F’ + %) Y'(x") =0.

Dabei soll S(A) eine invertierbare 4 x4-Matrix sein, so dass fiir die inverse

Transformation gilt ((A~1)",x'# = xV)

P(x) = S(A) Y (x).

Die y-Matrizen dndern sich bei Lorentz-Transformation nicht. Im Aus-
druck fiir I' kann das Bezugssystems gewechselt werden, denn es gilt fiir
den transformierten Gradienten:
Jd dxv d d
— — A—l v 7
ox't Jx't Jxv (AT IxV

Setzt man diese Gleichung in den Ausdruck im System I’ ein, so folgt:

9, =

kovarianter Vierergradient.

dx’ d mc
_' H B — =
( S e TR )S(A)¢(x) 0.

Multiplikation von links mit S(A)~! ergibt

(Fis(A) 1SS (A + €Y ) =0

Damit dies mit der Ausgangsgleichung im System I ibereinstimmt, muss

gelten:

S(8) 1y oo

S (A) =)'
< S(A)™ V” S(A)(AT) =y
< YA = S(A)y"S(A)
Wir erhalten also die folgende Bedingungsgleichung fiir S(A):

S(A)PFS(A) = (AT
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Man kann zeigen, dass diese Gleichung nichtsinguldre Losungen fiir
S(A) hat. Die DE ist demnach forminvariant gegentiber eigentlichen

Lorentz-Transformationen.

Poincaré-Transformationen(= die inhomogenen LT) haben die Gestalt
x* = AR XY+ at
X=Ax+aex -a=Ax x=A1x-qa)

mit reellem A*,,a".

Poincaré-Gruppe = (inhomogene Lorentz-Transformation, a# # 0). Grup-
peneigenschaften konnen analog zu Lorentz-Gruppe nachgewiesen wer-
den.

(Die Lorentz-Gruppe bzw. die Gruppe der homogenen LT enthilt alle
Elemente mit a = 0).

Inhomogene LT werden durch (A, a) charakterisiert, z. B.
e Translationsgruppe (A, a) = (I, a),
e Drehgruppe (A,a) = (ID,0).

Bei einer Poincaré-Transformation zwischen zwei Inertialsystemen I und
I’ mit

x'=Ax+a
muss entsprechend dem Relativitdtsprinzip die Dirac-Wellenfunktion

Y aus 1) rekonstruierbar sein, d. h., zwischen ¢’ und 1) muss ein lokaler

Zusammenhang gelten

Y'(x') = F(¢(x)) = F(p (A7 (x" - a))).

Die DE im System I wird durch Poincaré-Transformation in eine DE in
I’ transformiert < Lorentz-Kovarianz der DE gilt (DE ist forminvariant

gegeniiber Poincaré-Transformation).
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Der funktionale Zusammenhang muss linear sein (damit ¢ und ¢’ der

linearen DE gentigen):
P(x") = S(A)P(x) = S(A)ED(A_l(X' —a)), mit S(A) 4 x 4 -Matrix.

In Komponenten:

Pa(x') = ﬁz—; Saﬁ(A)¢ﬁ(A_1 (x'—a)).

Die Ableitung der Bedingungsgleichung fiir S(A) unter Poincaré-Transformation

erfolgt analog zur Lorentz-Transformation (s. oben).

Eine Wellenfunktion, die sich bei LT gemaf ¢’ = S transformiert, heifst
vierkomponentiger Lorentz-Spinor. (Zu expliziten Darstellungen von
S(A) s. Literatur).
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5.2 Parititstransformation P

Der Ubergang von einem rdaumlichen kartesischen Rechts- zu einem

Linkssystem ist definiert durch die folgende Paritdtstransformation:

P: t-ot=t

—

X — X' =-x.

Es handelt sich um eine Raumspiegelung: Sie vertauscht nicht nur rechts

und links, sondern auch oben und unten.

Ist die DE
: mc . . . :
[—zy”&H + ?] Y =0 invariant unter dieser Transformation?

Ansatz fiir den Dirac-Spinor im gestrichenen System:

P, 1) = S(P)Y (X, 1).

Konnen wir S(P) so wéhlen, dass fiir ¢ die DE gilt? Wir nehmen an,
dass 1'(¥/,t') die DE im gestrichenen System erfiillt, und suchen nach

Bedingungen fiir S(P), die dies ermoglichen (jetzt i = c = 1)

[-iy#d,/ +m]y/(¥,¢') = 0; Ansatz fiir ¢/ einsetzen
' (¥,1)
——t
]

S(P)Y(E,1) =0

o . .9
-1 a0 1a)]
SUP) |-G - o
=F sp) [-iyoﬁ cip 2 m] S(P)y (% 1) = 0.
ot ' ox ’

Die letzte Gleichung reduziert sich auf die DE fiir (%, t), falls

] L , [T 0
STH(P)S(P) =7", y _(o —11)

. . . 0 j
S1(P))IS(P) = -/, yf—( Y )
ol 0
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Das lasst sich erreichen durch die Wahl

S(P)=y"], denn (*)7y%" =7, ()Y ==Y =y

und der paritédtstransformierte Dirac-Spinor wird mit diesem S(P)
W(fl, t') = yollb(f, t) = 7/0710(_55,/ t')|.
Y'(x', ') erfiillt jetzt dieselbe Bewegungsgleichung wie (X, t). (Und bei

Ersetzung der Spinoren durch Feldoperatoren auch dieselben Antiver-

tauschungsregeln, wenn das Feld quantisiert wird —s. Kap. 9.)

Die Spinoren ¢(X,t) und ¢’'(x, t) sind dquivalent, d. h., sie gehen durch

eine unitdre Transformation U(P) im Zustandsraum auseinander hervor:

UP)p(x, HU L (P) = ' (x',t') = Y (P(%,1)) |-

—

0
Fiir Ein-Teilchen-Zustiande (Abb. 5.1) ist mit p’ = ( P ):

P
N mA Abb. 5.1: Paritédtstransformation von |e~) und |e*)
€~ \\\
e UP) e (p,s) =le(-p3))

o Lo e um e s =-le-s)

M\

Nach der Dirac-Theorie haben Elektron und Positron negative Paritat
relativ zueinander. Das ldsst sich experimentell verifizieren beim Zer-
fall von Positronium, dem wasserstoffahnlichen Bindungszustand von
e und e, in Photonen. Man misst dabei die Winkelverteilungen der
Photonen. Der Singlettzustand 'S, mit antiparallelen Spins S =0, M, =0
heifSt Parapositronium. Er hat eine mittlere Lebensdauer von 7 ~ 125 ps

und zerféllt in zwei Gammaquanten. Der Triplettzustand mit parallelen



68

Spins S = 1,M; = -1,0,1 heifst Orthopositronium. Er hat eine mittle-
re Lebensdauer von 7 ~ 142 ns, und zerfillt i.a. in drei Photonen mit
SpinParitéit 1-.

Zu jedem Zustand freier Elektronen und Positronen gibt es daher einen
parititstransformierten, in dem alle Impulse umgekehrt sind, die Spins
ungedndert, und fiir jedes Positron ein Faktor (-1) hinzugefiigt ist.
Sowohl ¢ als auch )’ erfiillen die DE. Durch Beobachtungen an einem
System freier Elektronen und Positronen kénnen wir daher im Rahmen
der Dirac-Theorie ein rdumliches kartesisches Rechts- von einem Links-
system nicht unterscheiden.

Diese Aquivalenz wird in der Natur allerdings durch die parititsverlet-
zende schwache Wechselwirkung aufgehoben, wie von Lee und Yang
theoretisch begriindet [1], und 1957 durch Wu und Mitarbeiter beim
Betazerfall von polarisiertem Kobalt-60 nachgewiesen [2]. Die gemesse-
nen Winkelverteilungen zeigen, dass beim Zerfall die meisten Elektro-
nen entgegen der Polarisationsrichtung der Kerne emittiert werden: Die
schwache Wechselwirkung verletzt die Paritdt. (Schon 1928 hatten Cox
et al. erste Hinweise auf eine Paritdtsverletzung anhand der Polarisation
von Betastrahlung gefunden und publiziert [3]. Dies passte jedoch nicht
zur damaligen Lehrmeinung, dass die Paritdt in der Natur erhalten sein

miisse, und wurde als Messfehler angesehen).

5.3 Ladungskonjugationstransformation C

Findet ein Beobachter, der die Rolle von Elektronen und Positronen ver-
tauscht (Abb. 5.2) — dabei Spin- und Impulsvariable unverandert ldsst —,
andere Naturgesetze fiir die freien Teilchen?

Nein — im Rahmen der Dirac-Theorie ist es reine Konvention, was Elek-

tron bzw. Positron genannt wird.

Um dies zu zeigen, suchen wir zundchst nach einer Invarianz der DE,
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die 1 und ¢ vertauscht (i = *? Dirac-adjungierter Spinor, s. Kap. 4.4).

C
Y
PAN ‘ PAN
€~ N

I3 SSet Abb. 5.2: Ladungskonjugation von Elektro-

nen und Positronen

et /’i ’/we‘

A A

v

Aus der DE fiir ¢, [-iy#d, +m]¢(x) = 0, folgt die DE fiir den Dirac-

adjungierten Spinor i
[—i (=) 9, + m] @T(x) =0.
Dabei gelten die Matrixrelationen (Priifen durch Einsetzen)
V=19t M=y"M*P

I 0
PO =906 00 - )/0:( )

0 -I
. . . 0 o
] = (=y])* ] =
V=" Y (_G]. o)
M1M2=A_42'A_/11

(P Mipo)* = p,Mypy, T=1; yF=ypt ).
Wie bei der Paritdtstransformation erwarten wir bei Ladungskonjugation

eine Aquivalenztransformation der Gestalt
SHC)yHS(C) = (-y*), jetztjedoch fiir die transponierten y*’s.

Das ist der Fall fir

S(C) =iy*?,




70

aus der DE fiir @T folgt dann
$7(C) [-iyha, + m]S(C)P (x) =0,

und der ladungskonjugierte Spinor

$E(x) = S(O)P (x)

erfullt die DE,

[—iyHd, +m] S (x) =0].

(Nachpriifen durch Einsetzen).

Bei der Ladungskonjugationstransformation werden Elektronen mit Po-
sitronen vertauscht, Impuls- und Spinvariable unverdndert gelassen.
Die C-Invarianz istin der Natur — wie die P-Invarianz — durch die schwa-
che Wechselwirkung gebrochen.

Auch die CP-Invarianz ist gebrochen, wie 1964 am Alternating Gradi-
ent Synchrotron (AGS) des Brookhaven-Nationallaboratoriums durch
Beobachtung des Zerfalls langlebiger neutraler Kaonen (KP-Mesonen)
in zwei Pionen gezeigt wurde: K} ist demnach kein Eigenzustand des

CP-Operators, die CP-Invarianz ist verletzt [4].

5.4 Zeitumkehrtransformation T

Léasst sich durch Beobachtung freier Dirac-Teilchen die positive von der
negativen Zeitrichtung unterscheiden? Nein: Freie Dirac-Teilchen zeich-
nen keine Zeitrichtung aus; lassen wir einen Dirac-Film freier Elektronen

riickwaérts laufen, sehen wir einen physikalisch moglichen Zustand.

Die Zeitumkehrtransformation (Abb. 5.3) eines Elektron-Positron-Zustandes

dreht Impulse und Spins um:
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\H\ \ﬂ\ Abb. 5.3; Zeitumkehrtransformation

T: t >t =t

X—->x'=x

Der Dirac-Spinor mit umgekehrtem Zeitargument ¢ (+x,-t) erfiillt die

Differenzialgleichung (h=c=1):

[ i(- y) zy]ier] (x,-t)=0

mit (f - —t) = Dirac-Gleichung fiir ° - —)°, ' =/,

mit der Matrix y5 = iy9v19293, die bei eigentlichen LT invariant ist und
)4 yVyty 8

mit allen y# antivertauscht,

yhys+ysyt=0 vV u=0,1,2,3.

0 I
In der Standarddarstellung der y* hat y5 die Gestalt y5 = ( o )

Damit findet man eine Transformation, die )? in —)? iiberfiihrt und y/
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ungedndert ldsst,

ool g (0T o) _(0-1) i (01
AN t10f\lo-1) \10) 1210

SIS = i
= der Spinor
115(55/ t) = Slyb(fr _t) = 757/()1#(3?/ _t)
erfiillt die DE (Priifen durch Einsetzen). Da die DE auch bei Ladungs-

konjugation invariant ist, erftillt auch der Spinor

U'(% 1) = SYC (%, ~t) = S(T)P (¥ —t) die DE, mit

, : . fo* 0
S(T)=5"-S(C) =ys)* - iy*’ = —iysy* =iy*ys =1( 0 o2 )

Man bezeichnet 1)’ als zeitumgekehrten Spinor.

Im Fock-Raum - dem quantenmechanischen Hilbert-Raum, der Vielteil-
chensysteme auch mit variabler Teilchenzahl beschreibt - gibt es keine
unitdre Transformation, die 1 in 1’ iberfiihrt. Dies leistet jedoch eine
antiunitire Transformation:

Ein Operator V ist antilinear, wenn V Zustdnde |a), |b) und fiir alle

komplexen Zahlen ¢y, ¢, € C gilt
V(cila) +c2|b)) =ciVia) + 5V |b).

Der hermitesch konjugierte Operator V* eines antilinearen Operators V

ist definiert als

(a|V*|b) = (b|V]a) : V™ ist ebenfalls antilinear.
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Ein Operator ist antiunitar, falls er antilinear ist und
V'V =VV"=1 erfillt.
Dann ist fiir alle |a), |b) und
') = Vla), |b') = Vb)
die Relation erfiillt
(a'|t') = (bla) = (alb)"

= im Vergleich zu einer unitdren Transformation muss man also zusétz-
lich komplex konjugieren bzw. bra und ket vertauschen: Anfangs- und

Endzustande werden vertauscht.

Sei nun V antiunitdr und A ein beliebiger linearer Operator. Der zu A

antiunitir transformierte Operator A’ ist definiert als
A= (VAV Y,

d. h., gegeniiber der unitdren Transformation wird zusatzlich hermitesch
konjugiert; der Zusammenhang zwischen A und A’ wird linear:

Fiir eine beliebige komplexe Zahl ¢ € C gilt

(c-A) =c*A’, und fir die Matrixelemente gilt

(alAlb) = (b'|A"]a") mit den gestrichenen Zustdnden wie vorher.

Nun gibt es eine antiunitdare Transformation V(T), so dass gilt

V(D (EHV D] =y (F,1) = S(TP' (%, ~1).

Sie dreht Impulse und Spin um, und ist die physikalische Aquivalenz-
transformation der Zeitumkehr: Jedem Zustand |a) des ersten Beobach-
ters kann der zweite Beobachter, der die Zeit umgekehrt zdhlt, den Zu-
stand |a’) = V(T) |a) zuordnen.
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Jeder beobachtbaren Grofse A kann der zweite Beobachter die Grofse A’

zuordnen,
A = (VAV Y,
die aus ¢’ genau wie A aus ¢ aufgebaut ist. Fiir die Erwartungswerte gilt
(alAla) = (a'|A|a"),

d. h. die Messresultate sind in entsprechenden Zustdnden identisch. Fiir

ein freies Dirac-Teilchen gilt daher Zeitumkehr-Invarianz.

In der schwachen WW gibt es jedoch T-verletzende Effekte: Im K0-KO-
System hat die CPLEAR Kollaboration am Européaischen Forschungszen-
trum CERN 1998 erstmals Anzeichen fiir eine Verletzung der T-Invarianz

gefunden [5].
Exkurs: T-Invarianzverletzung im K-K-System

In der Reaktion

p+;7—>K++n‘+KO o

entstehen K% K mit gleicher Wahrscheinlichkeit.
- K +m+K°

Die Strangeness des erzeugten neutralen Kaons (KO :S=+1; KV: S=-1)

wird anhand der Ladung des erzeugten Kaons ermittelt.

K’ und K° wandeln sich durch Oszillationen ineinander um und bilden

eine Mischung aus Kaon- und Antikaon-Zustdnden (AS = 2).

Die Verwandlung von K in K9 und umgekehrt sind zeitgespiegelte Pro-

zesse; wenn Zeitumkehrinvarianz gilt, werden gleich viele Antikaonen

in Kaonen umgewandelt wie umgekehrt.

Das experimentelle Ergebnis von CPLEAR zeigte nach der Auswertung

von 1.3 - 10° Ereignissen [5]: Die Umwandlung eines Antikaons in ein

Kaon ist um 0.66 % wahrscheinlicher als umgekehrt. Die Strangeness

des Endzustandes wird dabei aus semileptonischen Zerfillen bestimmt,
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KO —» etmtv, K = ey (AS = AQ). Demnach wire die T-Invarianz
verletzt. Leider ist ein — nicht prizise bestimmbarer — Teil des beobach-
teten Effekts moglicherweise nicht auf T-Invarianzverletzung zurtick-
zuftihren, sondern auf die ebenfalls stattfindenden irreversiblen CP-

verletzenden Zerfallsprozesse.

Spater (2012) ist es der BABAR-Kollaboration am SLAC in Kalifornien
gelungen, mit verschriankten Paaren von B-Mesonen einen unumstrit-
tenen Nachweis der T-Invarianzverletzung durchzufiihren. Das Expe-
riment war dort so angelegt, dass die beobachteten Asymmetrien im
Zerfall der BY-BC -Zustinde ausschliesslich von einer Verletzung der T-
Invarianz herriihren konnen [6]. Die schwache Wechselwirkung verletzt
demnach eindeutig — und anders als in der reinen Dirac-Theorie — die
Zeitumkehr-Invarianz.

Stets ist jedoch das Produkt ® = CPT in lokalen relativistischen Feld-

theorien mit beliebiger Wechselwirkung eine Invarianztransformation
[7Z,8].
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6 Losung der Dirac-Gleichung mit Zentralpotenzial

Die Dirac-Gleichung soll fiir ein statisches zentralsymmetrisches Poten-
zial wie das Coulomb-Feld eines sphérischen Kerns analytisch gelost
werden. Betrachte dazu ein Spin-1/2-Teilchen mit Masse m, Ladung e
(z. B. ein Elektron mit m = m,, e = —ey) in einem statischen Zentralfeld
mit A = 0; die potenzielle Energie ist V(r) = ed(r) . (Beispiel H-Atom:
V(r)=-<

In der DE fiir den statischen Fall,
Hpy(7) = Ey(7); ¢ vierkomponentiger Spinor

ist dann der Dirac-Operator gegeben als

Hp = cap + pmc* + V(r)|.

Die Losung der DE erfolgt wie im Klein-Gordon-Fall durch Trennung
der Variablen. Wir suchen zunachst Operatoren, die mit Hp vertauschen,

so dass sie guten Quantenzahlen entsprechen.

In der nichtrelativistischen Theorie kommutiert der Hamilton-Operator

72

H=—+V

o V()
eines spinlosen Teilchens der Masse m im Zentralfeld V(r) mit jeder
kartesischen Komponente des Drehimpulsoperators,

L=7xp, und mit L2,

= Es gibt simultane Eigenzustidnde der Operatoren H, L2, L, mit Eigen-

werten
E, I(I+1)h%, mh.

In der Dirac-Theorie kommutieren jedoch weder L noch L2 mit Hp; viel-
mehr ist [1]

[HD,E] = —th((i X ﬁ),
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und analog fiir den Spinoperator mit

S-= g&; SPY=s(s+1)h*Y, s= 5

Die kartesischen Komponenten S,, S,, S; haben je zwei mogliche Eigen-
werte 2. Sie vertauschen jeweils mit den kartesischen Komponenten

von L, und
[Hp, S] = ihc(a x p).

Der Gesamtdrehimpulsoperatorist | = L+S, mit den tiblichen Drehimpuls-
vertauschungsregeln, und

[ J?, ﬂ = 0: J2 kommutiert mit jeder kartesischen Komponente von .

= Es gibt simultane Eigenfunktionen von J? und einer Komponente von

J, die wir als |, wihlen. | kommutiert auch mit dem Dirac-Hamiltonian,
[Hp, ] = [Hp,L] +[Hp,S] =0

(d. h., jede kartesische Komponente von | kommutiert mit dem Dirac-

Hamiltonian), sowie [Hp, J?] = 0.

= Es gibt simultane Eigenzustinde von Hp, J? und J; mit den Eigen-

werten

E, j(j+1)h2, mjh.

Auch der Operator
b (]2 ~ L%+ h—z) kommutiert mit Hp, [1]]
% 1 D,
sowie der Paritdtsoperator P,
pl VA, [ ¥a
VB VB

mit zweikomponentigen Spinoren ¢4, 5.
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Simultane Eigenfunktionen der Operatoren L?, S2, J? und J, sind die
Spinwinkelfunktionen T{’;ﬂf mit der Paritit (-1). Sie sind Produkte aus
den Kugelfunktionen Y;,, und den Spinfunktionen x,,,, wobei iiber

die Quantenzahlen m;, ms summiert wird

., ) 1 )
Tf/?’: D, C(l§]}mzmsm)Yl,m1X1/z,mS

my, s
mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten C als Entwicklungskoeffizienten.

Es ist dann

jimj
Y OCYll]
72

- [
Ypoc XY, I=1x1 :»{
/E Z

und wir konnen fiir ¢ den Losungsansatz machen

1 PEK(r)Y;’Tj

IPEij =r . ,],271’1]
ZQEK(r)Yl/ 1

2

mit den Radialfunktionen Pg.(7), Qrc(r) (der Faktor i sorgt fiir reelle
Radialgleichungen) und
, fur j=1-1/2
k==x(j+1/2) =
—(I+1) fur j=1+1/2.

Nach einigen Rechenschritten erhidlt man gekoppelte Differenzialglei-

chungen erster Ordnung fiir die Radialgleichungen,

analog zur radialen Schrodinger-Gleichung in der nichtrelativistischen

Theorie. Durch Eliminieren von Qg,(r) lasst sich das auch als DGL zwei-
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ter Ordnung fiir Pg,(r) schreiben,

dr2  Adr i A 72
E +mc?-V(r) dA
t  A(r)= , A=
e (r) he dr
E —mc? -V (r)
B =
(r) .
Fur das Coulomb-Problem in wasserstoffahnlichen Atomen mit Poten-
zial
Ze? Zo
Viry=s—=-——
(r) = r r

folgt fiir die gekoppelten Gleichungen

[% - ?]PEK(r) [n;c (1 - %) + %] Qe (7)
£ o[- )2l

Ubergang zu neuen Variablen

= gekoppelte Gleichungen

4 _x Pey(0) = [mhc (1 + iz) + Z_ro] Qe (0)

do o mc
(4 «] mc E Za
d_p + 5 Qe(p0) = [% (1 - ﬁ) - ?] Pe(0)-

Asymptotisches Verhalten fiir g - oo:

2P0 = [T (1 55) |2t
75060 = [ 55 (17 | Pt
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Da wir nach gebundenen Zustdnden suchen, miissen Pr,(0) und Qg (0)
fiir o - oo verschwinden; die asymptotischen Gleichungen sind dann

erfullt fur

Pri(0) =a1e7?, Qr(0) = aze™®

a (1 +E/m<:2)1/2

o M __(1+E/mc
m as 1 - E/mc?

Wir erwarten deshalb Losungen der gekoppelten Gleichungen in der

Form

12
Pe(0)=N(1+-55) (o)

1/2
Qec(0) =-N (1 - %) e “g(0),

mit einer Normierungskonstante N; fiir o - oo muss gelten f (o), g(0) - 1.

Die Radialfunktionen werden als Reihenentwicklungen angesetzt,
flo)=0 Y ad, c#0
k=0

g(0) =0 Y. did, do#0.
k=0

Einsetzen in die Radialgleichungen und Koeffizientenvergleich ergibt

eine Folge von Gleichungen; aus der ersten folgt die Relation

s = +(x? - Z2a?)1?].

Damit die Radialfunktionen am Ursprung ¢ = 0 reguldr bleiben, muss

das positive Vorzeichen gewadhlt werden.

Die folgenden Gleichungen ergeben Rekursionsrelationen fiir die Koef-
fizienten c¢1,d4, ...,¢,,, d,, ...
Um die asymptotische Randbedingung zu erfiillen, dass Pg.(¢) und

Qr«(0) im Unendlichen verschwinden — nur dann bleibt die Wellenfunk-
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tion normierbar —, miissen die Reihenentwicklungen abbrechen. (Die Ar-
gumentation ist analog zur nichtrelativistischen Theorie, und der Klein-
Gordon-Theorie in Kap. 3.3).

Dies ist auch im Dirac-Fall nur fiir bestimmte Energiewerte moglich.

Man erhélt daraus die Abbruchbedingung

ZaE ~
(m2c* — E2)1/2 B

o1
n-j=5+s

und durch Quadrieren
[(Za)?> +(n-j-1/2+8)*] B2 =m*c*(n—j-1/2+5)>

Auflosen nach E ergibt nach Einsetzen von s und « die Dirac-Energiewerte

»7-1/2

E. =mc*|1+ Za —
n-j-g+[(j+1/2)2 - 222]"

(Die Losung mit negativem Vorzeichen entféllt, da sie die urspriingliche
Gleichung fiir E nicht erfiillt: Deren rechte Seite ist positiv). Man bezeich-
net diesen Ausdruck auch als Sommerfeld’sche Feinstrukturformel, denn
Sommerfeldf| hatte bereits zwolf Jahre vor Dirac fiir ein relativistisches
Elektron, das eine Keplerbewegung um den Atomkern beschreibt, eine
Formel abgeleitet die dquivalent ist, sofern man den Quantenzahlen eine
andere Bedeutung gibt.

Ahnlich wie im Klein-Gordon-Fall erhilt man reelle Losungen fiir ein
Punktladungspotenzial nur bis zu einem Maximalwert der Kernladung:
Fir Za > j+1/2 wird die Energie imaginér, so dass es fiir s;,- und
p1j2-Zustidnde reelle Losungen nur bis Z,,, = 137 gibt. Ersetzt man das
Punktladungspotenzial durch ein realistisches Potenzial, wird dieser Be-

reich bei Zy,;; ~ 173 erreicht. Versuche, den bei noch grofieren Z-Werten

>Arnold Sommerfeld (x1868 Konigsberg, 11951 Miinchen).
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vermuteten Zerfall des Vakuums in Kollisionen schwerer Ionen mit Proto-
nenzahlen Z; + Z, > Zj,;; bei MeV-Energien nachzuweisen, waren jedoch
bisher nicht erfolgreich.

Wir konnen die Dirac-Energieeigenwerte nach (Za)? entwickeln

2 4
ED'ZWICZ 1- (ZCK) . (Za) : n _§ +e ],
" 2n? 2nt \j+1/2 4

und nach Subtraktion der Ruheenergie mc? erhilt man die Energieeigen-

werte E,; = Efj — mc?,

o rOf, Ea)? 3
E,j = E{ [1+ - (],+1/2 HE

mit dem nichtrelativistischen Schrodinger-Energieeigenwert
mc*(Za)?
2nz '

der nur von der Hauptquantenzahl n abhédngt. In der Dirac-Theorie spal-

EY =

ten diese Niveaus demnach in eine Feinstruktur von 7 unterschiedlichen
Niveaus E,; auf, mit j =1/2,3/2,...,n - 1/2 — als Folge der relativistischen
Effekte.

In der Dirac-Theorie sind zwei Niveaus mit gleichen (7, j) auch dann ent-
artet, wenn sie unterschiedlichen Bahndrehimpuls haben (I = j+1/2:z. B.
2s1/2,2p1)2). Die einzigen nichtentarteten Niveaus sind 1s1,2p3/», 3dss,
USW.

Beim gebundenen Elektron weicht der g-Faktor (s. Kap. 4.6) vom Dirac-
Wert gD = 2 fiir das freie Elektron ab. Die entsprechenden Korrekturen
hat Breit erstmals 1928 berechnet [2]; er fand fiir ein Elektron im Feld

eines wasserstoffihnlichen Atoms mit Protonenzahl Z

g - %(1 22 T=(ZaY) = 2-2/3 (Za —1/6 (Za)* + O((Za)®).

So reduziert der Breit-Term fiir ein Elektron im 1s-Zustand von Uran
(U°+) den g-Faktor um etwa 15%. Auflerdem gibt es die in Kap. 4.6
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bereits erwdhnten QED Korrekturen. Im Resultat ist der g-Faktor des
gebundenen Elektrons jedoch kleiner als zwei, beispielsweise g ~ 1,995

fiir wasserstoffahnliches Silizium.

Termschema von Wasserstoff

Die analytischen Resultate fiir die Dirac-Energieniveaus im Wasserstoff
sind in der folgenden Abb. 6.1 fiir die tiefliegenden Zustdnde mit n =
1,2,3 schematisch dargestellt.

ds)» nicht entartet

"= P32 d3)
512 ——P1p2
— P32
251/2
e T —1_17/MHz
, 11058 MHz
S12 ———Pipp__ ' T 156MHz
—Feinstruktur 2p1j2
n= 1 _— Sl /2 T '
Lamb-Shift Hyperfeinstruktur
QED-Effekt (Ursache: Magnetfeld
des Kerns)

Abb. 6.1: Termschema von Wasserstoff (nicht mafistabgerecht)

Die Dirac-Theorie wurde in zahlreichen spektroskopischen Untersu-
chungen an Wasserstoff und wasserstoffahnlichen Ionen (vor allem He")
getestet. Man fand bereits 1937/38 experimentelle Anzeichen, dass die

2s1/p- und 2p;p-Niveaus nicht exakt iibereinstimmen; aber durch die
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Dopplerverbreitung der Niveaus blieb die Lage unklar.

Erst 1947 konnten Lamb und Retherford mit Mikrowellentechniken einen
Radiofrequenziibergang zwischen 2s;, und 2p;, induzieren, und die
Ubergangsfrequenz von 1058 MHz bestimmen [3]: Ausgangspunkt der
Entwicklung der Quantenelektrodynamik (QED), eine der erfolgreichs-
ten physikalischen Theorien.

Bestimmung der Lamb-Shift (nichtrelativistische Approximation)

Die kleine Differenz der 25, ,- und 2p; ,-Energienieveaus von ~ 1058 MHz
im H-Atom heisst Lamb-Shifffl Nach Dirac sollten beide Niveaus die
gleiche Energie haben; die Wechselwirkung zwischen Elektron und Va-
kuum bewirkt jedoch eine Verschiebung. Die Messung (1947) der Ver-
schiebung durch Lamb und Retherford [3] war der Ausloser fiir die Ent-
wicklung der Renormierung im QED-Rahmen (s. Kap. 9) durch Schwin-

ger, Feynman und Tomonaga.

Bethe gab 1947 eine (die erste) heuristische Ableitung der Lamb-Shift [4],
die folgende didaktisch motivierte Darstellung beruht auf [5].

Mit dem Vakuum assoziierte Fluktuationen des elektrischen und ma-
gnetischen Feldes storen das Coulomb-Potenzial des Kerns, in dem sich
das Elektron bewegt. Dadurch fluktuiert auch die raumliche Position des

Elektrons, was indirekt die Energieverschiebung erklart.

Die entsprechende Differenz der potenziellen Energie ist

L1,
AV = V(7 +6F) - V(F) = 67V V + 5((va)ZV(f) T

*Willis Lamb (%1913 Los Angeles, t2008 Tucson).
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Die Fluktuationen sind isotrop,

(67). =0

vac

((67-9)2),. =  ((6P?), .- 72,

vac 3

und wir erhalten fiir die mittlere Differenz der potenziellen Energie

1, .. —2
(AV) = c ((67)%), . <v2 (7)>

Die klassische Bewegungsgleichung fiir die Elektronenfluktuationen (67);,
die durch das Feld mit Wellenvektor k und Frequenz w ausgeldst werden,

ist

dZ

mﬁ(éf),; = —eE;|;

dabei muss — damit Fluktuationen ausgeldst werden — die Frequenz w
grofser als wy im Bohr-Orbit sein,
TIC G

w>—, ap

=— (w=ck): k> E, k = (Kreis-)wellenzahl.
a me ao

Fiir ein mit w oszillierendes Feld ist (cc = komplex konjugiert)

or(t) = 6r(0)e ! + cc

e e —i(wt-k7
(67); = mcszE’z TR [a;{e wt-kr) o cc].

Summation iiber k ergibt

2 2
((67)%),,. = ;(mcikz) (0|(Ep)?|0) = Z (mcezkz) €

k
mit &; = (M‘%)m. Da k kontinuierlich ist, wird aus der Summe ein Inte-
gral,
1% e \ hck2m 2¢e® ( h\* [dk
57)2) =2 .4 f k-kz( ) :——(—) &
((o7) >VaC (27m)3 ) mc?k? %4 1t he \mc k
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T
llo’

Ohne Grenzen divergiert das Integral. Es muss jedoch gelten k >
und die Wellenldnge muss grofier sein als die reduzierte Compton-

Wellenldnge des Elektrons,

A>/Te:%, oder k<%.

Dies definiert obere und untere Grenzen des Integrals,
mc/h
[ % = ln(mcao) =In meh? = ln(ﬁ)
k hn ) \hmme2)  \me?)’

t/ag

so dass

((67)?),. ﬁ%(%i)(%)zm(%)-

Im Coulomb-Potenzial ist
*2‘_52 _ 2 3 *~~2(1) N 2 2
(v ( r )) & [ @9 () () = 4mel(0)

(mit V2 (1) = -4n6(7)).

Fiir p-Orbitale verschwindet die nichtrelativistische Wellenfunktion am
Ursprung, so dass es hier (im Rahmen dieser Abschédtzung) keine Ener-
gieverschiebung gibt. Fiir s-Orbitale ist der Wert der Wellenfunktion am
Ursprung

1
25(0) = W

mit dem Bohr’schen Radius ag = 24 ~0,5-10"1m = 0,5- 105 fm

me2 —

und der Unterschied in der potenziellen Energie wird

w228 () (L) 2
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~260-108 eV £ 629 MHz.

Das Ergebnis dieser Abschdtzung ist also bis auf einen Faktor 1,7 in der

Groflenordnung des experimentellen Wertes von 1058 MHz.

Im Rahmen der Quantenelektrodynamik (Kap. 9) lédsst sich die Lamb-
Shift genau berechnen: Sie kommt durch Emission und Re-Absorption
virtueller Photonen im Kernfeld zustande.

Das Feld ist in der QED quantisiert, und dhnlich wie beim harmonischen
Oszillator in der QM ist der niedrigste Energiezustand nicht bei E = 0:
Als Folge der Nullpunktsoszillationen des Feldes macht das Elektron
rasche oszillatorische Bewegungen im Feld iiber einen Bereich r + 6r.

In der QED werden s-Zustiande (I = 0) durch die Lamb-Shift angehoben,

sind also schwicher gebunden

2k(1,0)

=0 _ 5
AE[ 4, =’ -meC o

[=0; k(n,0)~13,

wahrend fiir Zustande mit [ # 0 gilt

1
n(j+3)(1+3)

, 1
AEFO = ac5mec [k(n [)+ 120, j=lx3.
Der 2p; ,-Zustand mit/ = 1und j = [-1/2 wird demnach etwas abgesenkt,

ist also stdarker gebunden, und die Energiedifferenz wird

APTD =1057,864 + 0,014 MHz, ,
A(le/z - 2}?1/2) mit k(n,l) <0,05.
AP =1057,862 + 0,020 MHz,

Mit Hilfe der Lamb-Shift kann die Feinstrukturkonstante « = g—i fir einen
Prazisionstest der Quantenelektrodynamik auf < 1ppm bestimmt wer-
den. Auch die Lamb-Shift des 1s-Grundzustandes ist mit hoher Genau-

igkeit gemessen worden [6].
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7 Das Klein’sche Paradoxon

Eine sehr interessanter Aspekt der Dirac-Theorie ergibt sich beim Ein-
dringen eines relativistischen Elektrons in eine Potenzialbarriere, wenn
die Hohe der Barriere die Ruhemasse des Elektrons von mc? = 0,511 MeV
tibersteigt. Die Transmissionswahrscheinlichkeit wird dann unerwartet
grofs und hdngt nur schwach von der Barrierenhohe ab; geht die Bar-
rierenhohe gegen unendlich, wird nahezu perfekte Transparenz erreicht
— in deutlichem Gegensatz zum Tunneln im nichtrelativistischen Fall,
wo die Transmissionswahrscheinlichkeit mit steigender Barrierenhohe
exponentiell abnimmt.

Wir untersuchen dementsprechend die Streuung von Elektronen an ei-
nem Potenzialsprung in der Dirac-Theorie. Wie von Klei 1929 vorge-
schlagen [1], wird das Problem zundchst im Rahmen der Einteilchenin-
terpretation der DE untersucht.

Eine Elektronenmateriewelle propagiert mit Energie E langs der z-Achse
und trifft auf eine Potenzialstufe der Hohe V > E (Abb. 7.1).

Die e~-Geschwindigkeit ist vergleichbar mit ¢, 0.3c < v, <c.

V(z)
e T T
“A/\AEF\/> VLO Abb. 7.1: Potenzialbarriere beim Klein’schen Paradoxon
L z

Fiir das freie Elektron gilt

E

2
(—) = % + m*c?.
c

In Gegenwart des Potenzials ist

- Vo) » . s .
(E O) = p* + m*c?>, mit dem Elektronenimpuls p im Potenzial.
c

’Oskar Benjamin Klein (x1894 Morby, 11977 Stockholm).
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Die DE ist dann (stationdrer Fall) 0 = ap + fmx + ?

E-
[ ¢ —ﬁmc]¢+zh2ak
und die adjungierte Gleichung
E-e
gb[ qb—ﬁmc]ﬂhza—}q{ak

mit  ep=0, z<0
ep=Vy, z>0
und einer einlaufenden Elektronenwelle p 11 e,

Vi = ujexp {%(pz - Et)} wird fiir « - a3 die DE

{E —-ap - ﬁmc} u; =0 mit E > 0 fir einlaufende Wellen

C
i
und Fe Epgb.
Die Amplitude der einlaufenden Welle ist u; # 0, und mit ayff + fax = 0

muss gelten

E

z—ap+ﬁmc

E2 5. 22

— =p~+m°c” + (af + fa) pmc.
c —_—

=0
Der Impuls der reflektierten Welle ist —p, der Impuls der transmittierten
Welle ist p = p (in z-Richtung) mit (@)2 = P2 + m?c2.

Fiir kleines V) gilt
Y, = u,exp{h( -pz - Et)}
Yy = utexp{Z (—ﬁz—Et)}
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und aus der DE folgt mitp - —p

{%4—04}9_57’”0}%:0/ und mit PQPA

{E—Vo
c

—-ap —ﬁmc} uy = 0.

Die Gesamtwellenfunktion muss kontinuierlich an der Grenzfldche sein,
d.h firz=0

U; + U, = U

Daraus folgt mit der Gleichung fiir die einlaufende Welle u;:

(g—ap—ﬁmc)ui =0=> (%—ﬁmc’)ui:a}?ui

und mit den Gleichungen fiir reflektierte und transmittierte Wellen

E —,Bmc) Uy =—ap - Uy

c
E-Vy

-~ ﬁmc) (ui +u,) = ap(u; + u,)

E_ ,Bmc) (u;j+u,) = (% + 04}5) (ui +uy)

c

sowie aus den ersten beiden Gleichungen durch Addition
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so dass mit Hilfe der dritten Gleichung folgt

(% + aﬁ) (ui +u,) = ap(u; — u,)

oder [% +oc(p+;9)]ur =— [% —oc(p—ﬁ)]ui .

V
Multipliziere beide Seiten mitTO ~a(p+p), benutze a®=1

E-Vy
C

2
und die Energie-Impuls-Beziehung ( ) = ;52 + m?c?;

E2
= - 2 + m22
c

b - (2Vo/c)(=E/c + ap)
Ve (ppy

und analog fiir die adjungierte Amplitude der reflektierten Welle,

U =1u;

u; =ruj

= Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die reflektierte Welle:

o 2V, /e 2u+[_§+a]2u,
e VEIE e LT

Aus den Bewegungsgleichungen fiir u; und u folgt die Identitdt

2
c
cu; quu; = %uf uj,

so dass wir die Amplitude der reflektierten Welle als Anteil R der Am-

plitude der einlaufenden Welle schreiben konnen: (p? = f—; — m?c?)

+ ZVO/C ’ E? 21, + ZEP +
U Uy = 2 3 —2+p U uj———u; au;|,
Volce2=(p+p) c c
B 2V0m
VR - (p+p)?
Fiir Vo = 0 = R = 0; alle Elektronen laufen durch,

2
+,,. = +
] u; u; = Ru; u;.
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fuir Vo=E-mc>(d.h.p=0)=>R=1
Fiir noch groiere V> E — mc? wird

Wir setzen dann

Yy = urexp [—yz —1

Es ist u > 0, da sonst die Dichte rechts der Barriere fiir z - co unendlich

grofs wiirde.

Andererseits ist mit

: Alle Elektronen werden reflektiert.

p imaginar.

E
—t

h] mit pelR.

Yy = upexp {%(ﬁz - Et)} = |p=ihu
G Rt I b [ P
iy = -~ ¢ pu- uf = -~ ¢ pu*
r— S ' 1r r - (% ' 1
— — (p+ihp)? — — (p—ihu)?
(o) (B
. A ; '
= U Uy = — v 5 v 5 u; u; = Ru;u;.
[(_0 +P) + 12h? [(_0 —P) n thzl
c I\ c
Mit den Energie-Impuls-Beziehungen
_ 2 2
[(E Vo)] - 52+ 22, E_z -2 2P folgt
c c
pf\Z — p2 _ VO(Zfz— VO)’ und da p,\z _ _‘uzhz
2
> (Dap) w22 (Z2p) = [R-1]
= U U, = U U
V(z)4+ .. .
N Abb. 7.2: Potenzialschwelle beim

Klein’schen Paradoxon
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Fiir E + mc? > Vi > E — mc? (Abb. 7.2) ist der an der Potenzialschwelle re-
flektierte Strom ebenfalls gleich dem einfallenden. Hinter der Schwelle
gibt es dort eine exponenziell abfallende Losung. Bei anwachsendem V)
wird p — und damit u wegen p = ihu — erst grofier, erreicht bei E = V)

VO(ZE—VO)]
2

einen Maximalwert [wegen p?=p?- und fallt dann wieder ab;

fir Vo = E + mc? wird p = 0.

Fur Vy > E + mc? wird p wieder reell, jedoch ist die kinetische Energie
E - Vj hier negativ, so dass die Region rechts der Schwelle klassisch
verboten ist. Quantenmechanisch kann ein Anteil der Welle in den Po-
tenzialwall eindringen (analog zur nichtrelativistischen QM, jedoch hier

bei relativistischen Energien = anderes physikalisches Verhalten).

Bei V = E + mc? war der Reflexionskoeffizient R = 1 (= Totalreflexion);

fiir weiter ansteigendes V) nimmt er ab bis zum Minimalwert

_ i _(E[c-p)
R (/23

und da Reflexion + Transmission = 1 ergeben muss, ist der Transmissi-

onskoeffizient T:

Elc-p+2p

2
; (Ruin + T = Efc+p

B Efc+p

- 1).

Fiir grofie Elektronenimpulse p kann demnach der Bruchteil der Elektro-
nen, der durch die Grenzfldche dringt, betrdchtliche Werte annehmen:

Bei einem Impuls p = mc und relativistischer Energie

E = \/p2c2 + m2ct = V2m2c* = \/2mc? ~ 1,4 x Ruheenergie
11

A .. . P mc =
= Elektronengeschwindigkeit v, = — = = =0,71
(71 % der Lichtgeschwindigkeit)
wird demnach der Transmissionskoeffizient
2
p 2mc 2 2 ~ 0,83,

I= Elc+p ) E/c+mc: E/(mc?) +1 ) V2 +1
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d. h. 83 % der einlaufenden Elektronen durchdringen die Potenzialbar-
riere.

Die grofien T-Werte bleiben auch dann erhalten, wenn Vj nur einige
Ruhemassenwerte (nicht Vy — oo) betrdgt. Der in der Dirac-Theorie
unerwartet grofie Transmissionskoeffizient motiviert die Bezeichnung
Klein’sches Paradoxonf]| Die zur Beobachtung des Phdnomens erforder-

liche scharfe Barriere ist experimentell jedoch bis heute nicht realisierbar.

Rechnungen von Sauter [2] haben schon friih (1931) gezeigt, dass — ent-
sprechend einer Vermutung von Bohr — die starke Transmission nicht
stattfindet, wenn der Anstieg des Potenzials allméhlich ist, und (von
V =0bis V = V) iiber eine Distanz von der Gréfienordnung der Compo-

nentenwellenldnge erfolgt, V = vz, d < mic Wir untersuchen deshalb die

Losung der DE mit dem Potenzial V = vz nach Sauter [2], s. Abb. 7.3.
V(z)

Vo b===---

Vo - mc? V =0z

E Abb. 7.3: Linear ansteigendes Potenzial

Ae=L ~3,86-10"3m

= DE:
d % 0 10
{yla + ‘)/2@ + ')/35 + ')/0 (E@ + KUZ) + KE()} l]b = O
27

mit Eg = mc?, k = 4%

Ansatz: 1 = e’ CPHIPED o (7)

d . .
= {y3E +Kkvo(vz - E) + k(Eg +icy1px + zcyzpy)} x=0

= Losung und Berechnung der Transmissionskoeffizienten wie in’ [2].

Fiir E > vz haben Impuls und Geschwindigkeit das gleiche Vorzeichen,

8nach Oskar Klein (x1894 Morby, 1977 Stockholm).
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fiir E < vz das entgegengesetzte Vorzeichen (die kinetische Energie wird

negativ).

Dann wird der Transmissionskoeffizient T = =%, und R — 1, fiir K2 > 1
bis auf Glieder hoherer Ordnung in 1/K2.
Hier ist

k = \/gK, K? = E§ + (pz +py)
= Fiir alle elektrischen Felder, bei denen K? > 1 ist (das sind alle prak-
tisch herstellbaren Felder), ist T verschwindend klein.
Der Wert von T hdngt in erster Naherung nur von der Feldstdrke (der
Steilheit des Anstiegs) ab; erst fiir k> ~ 1 erhilt man endliche Werte,

entsprechend Feldern von > 10 Volt/cm.

Wegen k? = 2r (mc*)? gilt fir k2 ~ 1

he v

vh
— ~mc?
me

Man erhélt demnach endliche Werte fiir T, wenn der Potenzialanstieg
h

oL auf einer Strecke im Bereich der Compton-Wellenldnge - von der
Groflenordnung der Ruheenergie wird: Derart starke Felder lassen sich
bis heute nicht herstellen.

Der Grenzfall eines unendlich steilen Potenzialanstiegs (O. Klein) kommt
richtig heraus,

2cp

T~ .
E+cp

Im Rahmen der Quantenelektrodynamik berticksichtigt man, dass das
fiir Elektronen repulsive Potenzial attraktiv fiir Positronen ist. Dement-
sprechend gibt es Positronenzustinde in der Barriere, welche dieselbe
Energie wie das dufiere Elektronenkontinuum haben, und die Anglei-

chung der Wellenfunktionen an der Barriere bewirkt die starke Trans-
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mission. Entscheidend ist dabei die CP-Symmetrie von Elektron- und
Positron-Zustanden.

Zum Stand aktuellerer Forschung iiber das Klein’sche Paradoxon s. Se-
venty years of the Klein paradox [3]. Eine neue und besonders interessante
Anwendung ermoglichen Experimente auf der Basis elektrostatischer
Barrieren in Graphen [4], mit denen ein genauer Test der Voraussagen

gelingen konnte.
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8 Dirac-Neutrinos: Die Weyl-Gleichung

8.1 Einleitung zu Neutrinos

Die Existenz des Neutrinos postulierte Pauli 1930 [1], um beim p-Zerfall
durch schwache Wechselwirkung Energie- und Impulserhaltung zu ge-
waihrleisten. Dabei wird ein Neutron in ein Proton konvertiert (Abb. 8.1);

ein Elektron und ein Antielektronneutrino werden ausgesandt

n—>p+e +7V,.

Das Antineutrino v, ist neutral, zundcht unbeobachtet und fast masselos.
Es ist ein schwach wechselwirkendes Fermion mit Spin 1/2 h.
Auf dem Quarkniveau wird bei diesem Zerfall ein d-Quark durch W--

Emission in ein u-Quark konvertiert: d - u + e~ + v,.

e~ Abb. 8.1: Betazerfall des Neutrons

udd

Beim p*-Zerfall wird unter Energiezufuhr ein Proton in ein Neutron

konvertiert und ein Positron (e*) und Elektronneutrino emittiert:
Energie+p > n+e" +v,.

Anders als der f~-Zerfall kann der p*-Zerfall nicht isoliert stattfinden,
weil die Neutronenmasse grofser als die Protonenmasse ist = die Bin-
dungsenergie des Mutterkerns muss grofier als die der Tochter sein.

Die Betazerfallsenergie hat einen festen Wert, das gemessene Elektronen-
(Positronen-)Energiespektrum ist jedoch kontinuierlich (Abb. 8.2). Es

muss deshalb beim Betazerfall einen dritten Zerfallspartner geben, da
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die Gesamtenergie erhalten ist.

Intensitat

210Bi — 219P0 + ¢~ + 7,

Abb. 8.2: Kontinuierliches
Elektronenspektrum beim Beta-

zerfall von 210Bi

02 04 06 08 1 12 EMeV)

Das aus Energie- und Impulserhaltungsgriinden erforderliche Antineu-
trino wurde erst 1956 von Cowan, Reines und Mitarbeitern (Nobelpreis
fiir Physik 1995) nachgewiesen [2]: zunédchst im Projekt Poltergeist in
Hanford, ab 1956 in Savannah River mit v, aus einem Reaktor und
0,5 m3 H,O. Man nutzt dabei den

inversen Betazerfall : v, +p > n+e".

Der Nachweis beider Teilchen im Ausgangskanal ist gleichbedeutend mit
dem Neutrinonachweis. Sechs Jahre spéter (1962) gelang Danby et al.
(Nobelpreis 1988 fiir Lederman, Schwartz und Steinberger) auch der
Nachweis des Myon-Neutrinos v, [3].

Es dauerte weitere 39 Jahre, bis die DONUT (Direct Observation of the
NU Tau) Kollaboration am Fermilab im Jahr 2001 mit dem Tau-Neutrino
v, die dritte Neutrinoart dingfest machen konnte [4]. Es gibt nach heuti-

gem Kenntnisstand demnach drei Neutrinoflavours.
In der Sonne werden Elektroneutrinos v, erzeugt, v. a. im Prozess
H+™H — H+e" +v,.

Auf dem Weg zur Erde wandeln sie sich in die anderen Neutrinoflavours
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um = die Ruhemasse muss — wenn auch nur sehr wenig — von Null ver-

schieden sein.

Fiir die Differenz der Massenquadrate von Elektron- und Myon-Neutrinos
folgt [5]

2
ATnsolar

~7,53-107(eV/c?)?,
aus den Oszillationen atmosphérischer Myon-Neutrinos in Tau-Neutrinos

2
AWlatm

~2,44-1073(eV/c?)>2.

Absolute Werte fiir die v,-Masse lassen sich bisher nur aus 3H (Tritium)

p—Zerfallsexperimenten herleiten (obere Grenzen [5]),
my, <2 eV/c2.

Mit dem Karlsruhe Tritium Neutrino Experiment (KATRIN) soll diese
Schranke in Zukunft auf 0,2 eV/c? verbessert werden [6]. Kosmologische
Untersuchungen (Planck-Satellit zur Messung der Fluktuationen der
kosmischen Hintergrundstrahlung) ergeben eine obere Schranke fiir die
Summe der Massen aller Neutrinoflavours von 0,23 eV/c? [7], jedoch nicht
fiir einzelne Neutrinoarten. In jedem Fall ist die Elektron-Neutrinomasse
sehr klein im Vergleich zur Elektronenmasse m, ~ 5,11 -10°eV/c?, d. h.,

"™v ¢ 39.10%.
e

Es ist daher sinnvoll, eine Theorie fiir Fermionen mit m ~ 0 zu unter-
suchen, wie sie als erster 1929 Weyl’| aufgestellt hat [8], um masselose
Spin-1/2-Teilchen zu beschreiben. Anders als die Dirac-Gleichung hat
sie nur zwei Komponenten und verletzt die Paritdtsinvarianz. Sie wurde
daher zundchst verworfen, aber nach der Entdeckung der Paritdtsverlet-
zung beim Betazerfall von ®°Co durch Wu et al. (1957, s. Kap. 5.2) von
Landau [9], Salam [10], sowie Lee und Yang [11] wieder aufgegriffen.

9Hermann Weyl (x1885 Elmshorn, 11955 Ziirich).
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Genaue Untersuchungen des inversen Betazerfalls haben gezeigt, dass
der Spin des Neutrinos stets antiparallel zu seiner Bewegungsrichtung
ausgerichtetist (Abb. 8.3), der des Antineutrinos parallel zur Bewegungs-
richtung (sonst waren die Wirkungsquerschnitte nur halb so grofd wie

die gemessenen Werte).

S N
p v
/ Abb. 8.3: Spin und Impulsrichtung
_ von Neutrino und Antineutrino
34 P v

8.2 Die Weyl-Gleichung

Betrachte zunachst die DE fiir ein masseloses Teilchen:

iha&—lf = capy(x)|: der Term + Bmc?* fallt weg.

Die drei 2x2-Pauli-Matrizen o* erfiillen die Antikommutationsrelationen
{ai, aj} = 2(51']'.

Die Forderung, auch f als vierte antikommutierende Matrix einzufiih-
ren und so Teilchen mit Masse (speziell: das Elektron) zu beschreiben,
hatte bei Spin-1/2-Teilchen die Einfithrung von 4 x 4-Matrizen und von

Viererspinoren (zwei Zweierspinoren) zur Folge gehabt.

Bei masselosen Teilchen ldsst sich dagegen (fiir Spin 1/2) eine Wellen-
gleichung fiir einen Zweierspinor ¢*(x) konstruieren:
dp*
h
Mo
und nach Division durch ik folgt

dp*
ot

= 6Pt (x);  of £2x2-Pauli-Matrizen

= -cVo*(x)| Weyl-Gleichung (fiir ¢*).
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Losungen als ebene Wellen sind

¢*(x) = e "M (p),

I
V2E(27)3
wobei

. E .
p=A{pop}= {;P}
x = {x0, X}
p - X =poXo — PX.

Die Neutrinowellenfunktionen sind dabei so normiert, dass die Norm

invariant unter Lorentz-Transformation ist.

Der zweikomponentige Spinor u*(p) erfiillt die Gleichung

pou’ =cpu’|,

d. h. die Losung zu poc = E entspricht (je nach Vorzeichen der Energie E)
einer bestimmten Orientierung des Spins ¢ relativ zwischen Bewegungs-

richtung p.

Wenden wir den Helizitdtsoperator % auf beide Seiten der Gleichung

fur ut(p) an, so erhalten wir mit der Relation
(6A)(6B) = AB +i6(A x B)

= (6p)* = (p5-p*)u* =0

E
=

= Es gibt nichtverschwindende Losung fiir u nur fiir | py = £|p| | =

Das ist die relativistische Energie des masselosen Teilchens; die Teilchen
bewegen sich dabei mit c. Mit der z—Achse in Impulsrichtung p wird die

Losung von pou* = opu™:
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d. h. rechtshdndige masselose Teilchen mit Spin in Bewegungsrichtung,

5—;?1/1*:02 ! =+ ! :
P 0 0

= Der Helizitdatsoperator hat einen positiven Eigenwert +1, der Spin ist

also

deshalb parallel zu p: das entspricht einer Rechtsschraube (Abb. 8.4),

wenn wir in Bewegungsrichtung p/|p| blicken:

AR

7 Abb. 8.4: Rechtsschraube

Das Neutrino ist jedoch eine Linksschraube.

= Fiir Zustdnde mit positiver Energie py = +|p| hat die Weyl-Gleichung
nur Wellen mit positiver Helizitédt als Losung, fiir Zustinde mit negativer

Energie po = —|p| nur Wellen mit negativer Helizitt.

Dies ist auch in der Lochertheorie giiltig: Dort entspricht eine Wellen-
funktion mit negativer Energie, negativem Impuls und negativer Spin-
richtung einem Antiteilchen mit positiver Energie, positivem Impuls,
und positiver Spinrichtung: Eine solche Zuordnung widerspricht den

Experimenten zur schwachen Wechselwirkung;:

Um also masselose linkshiandige Teilchen beschreiben zu konnen, miis-

sen wir von der Gleichung ausgehen

ih&a—t = —copp (x)| Weyl-Gleichung (fiir ¢™).

Die Ersetzung ¢ — -o liefert ebenfalls die Antikommutationsrelation
{ozi, ozj} = 26;j, so dass die Gleichung eine mogliche DE fiir masselose
Spin-1/2-Teilchen ist.
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Der Ansatz
1 .
(x) = —— e P¥/hy-
60 = e " ()
liefert
_ e _ ( O )
pou = —Gpu , u = 1 .

Wieder kann py = £ positiv oder negativ sein; Die Lésung ¢~ beschreibt
linkshdndige masselose Teilchen mit negativer Helizitdt, also Neutrinos
im vereinfachten Modell mit m, = 0. Der Spin ist jetzt antiparallel zum
Impuls (Linksschraube); fiir den Antineutrinozustand mit py < 0 ist
es umgekehrt (Rechtsschraube). Die Tatsache, dass sich die beiden Lo-
sungen ¢~ und ¢* spiegelbildlich verhalten, bezeichnet man auch als
Chiralitat.

Betazerfallsexperimente zeigen, dass das Neutrino-Spin stets antiparal-
lel zu seiner Bewegungsrichtung steht: Die Helizitit (oder longitudinale
Polarisation) eines Neutrinos mit positiver Energie ist negativ, bei nega-
tiver Energie dagegen positiv.

Da esbei den Losungen ¢* der Weyl-Gleichung umgekehrt war, ldsst sich
¢* mit dem Antineutrino von ¢~ identifizieren. (Beachte jedoch, dass die
Links-/Rechtshdndigkeit der Losungen nur fiir m, = my = 0 gilt.)

Die Neutrinostromdichte erhalten wir aus

109~
EW—UV(P =0.

Bei Kombination von ¢ und I zu einem Vierervektor o, = {I, 6} lasst sich

die Weyl-Gleichung kompakter schreiben:

o, Vip~ =0},

und die hermitesch konjugierte Gleichung wird

VH(p™) o, =0.
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Multiplikation der ersten Gleichung von links mit (¢~)*, der zweiten

von rechts mit ¢~ und Addition ergibt

V(™) 0. =0 £ Kontinuititsgleichung fiir den Viererstrom

Ju= (") 0ud,

mit den zeitartigen und raumartigen Komponenten

0=(97)"¢"
j==(¢7) 09",
Die Normierungskonstante der Neutrinowellenfunktion folgt aus
[ od®x =1.
Die zweikomponentige Weyl-Theorie ist nicht invariant gegeniiber Pa-
ritdtstransformation.
p=-p Ein Zustand mit Energie py = |9,
X=X Impuls p,
55 Helizitat 6p/|p| = 1

wird dadurch transformiert in einen Zustand mit py = |p|, Impuls —p,
Helizitédt -1. Fin derartiger Zustand existiert jedoch nicht in dieser zwei-
komponentigen Theorie masseloser Spin-1/2-Teilchen. Demnach muss

die P-Invarianz in der Weyl-Theorie verletzt sein.
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9 Grundziige der Quantenfeldtheorie

9.1 Einfithrung

Dirac-Gleichung und Maxwell-Gleichungen liefern gemeinsam eine Theo-
rie des Elektromagnetismus. Dabei miissen jedoch die Quantenpostu-
late berticksichtigt — d. h. das Feld quantisiert — werden; die daraus
resultierende Quantenfeldtheorie des Elektromagnetismus heifst Quan-
tenelektrodynamik, QED.

Die QED beschreibt alle Phdnomene, die von geladenen Punktteilchen
wie Elektronen und Positronen und von Photonen verursacht werden.
Sie umfasst Quantenphdnomene in der Struktur der Atome und Mole-
kiile und auch Vorgdnge in der Hochenergiephysik wie die Erzeugung
von Teilchen durch ein elektromagnetisches Feld. Die Berechnung des
anomalen magnetischen Moments des Elektrons auf 12 Dezimalstellen
ist der beste Erfolg der QED. Sie ist die am genauesten experimentell

tiberpriifte physikalische Theorie.

In diesem Kapitel werden Aspekte von Quantenfeldtheorien — speziell
der QED - diskutiert, die jedoch einen austfiihrlichen Kurs zu diesem
Thema nicht ersetzen, siehe dazu die allgemeine Lehrbuchliteratur in

der Bibliographie (Kap. 12), sowie speziellere Literatur [1, 2,3, 4].

Die Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes — die dann quan-
tisiert werden miissen —sind die Maxwell-Gleichungen, die Ampeére’sches,
Faraday’sches und Gauf3’sches Gesetz zusammenfassen und erweitern

(hier im Gauf3-System):
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oypodmy 10E
RNy

. - 10B
E-_-Z

v c ot

VB=0: (#magn. Monopole)
VE = 4.

Die Coulomb-Energie zwischen zwei Elektronen ist (Abstand r)

die Stdrke der elektromagnetischen Wechselwirkung ist durch die di-

mensionslose Kopplungskonstante [5]

e2 1 1
%= he T 137,035999074(44) ~ 137,036

charakterisiert, die Sommerfeld’sche Feinstrukturkonstante. Bei einer
hochenergetischen Teilchenkollision im Beschleuniger steigt mit wach-
sendem Impulstibertrag Q? die effektive Kopplungsstdrke an, bei Q? ~
m2, = 6,4 TeV” betragt sie etwa 1/128.

Informationen iiber eine mogliche Zeitabhdngigkeit von a sind bis heute
unklar. Aus Absorptionslinien des Lichts entfernter Quasare im Rotver-
schiebungsbereich z = 3,5 - 0,5 (23 % — 87 % des Alters des Universums)
wurde eine Abweichung % ~ —0,54 - 107> deduziert (s; 2 = P123)2 Uber-
gange) [6], d. h., a hatte im frithen Universum einen Wert von ~ 1/137,037
statt 1/137,036 gehabt.

Messungen mit Atomuhren, insbesondere Frequenzverhéltnisse von
Quecksilber- und Aluminiumuhren [7] ergaben jedoch |2%] < 1,6 - 1017
tiir die jahrliche Variation. Wenngleich noch Unsicherheiten hinsichtlich

der Relevanz dieser Labormessungen bei z = 0 fiir die Extrapolation auf
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kosmologische Zeiten bestehen, ist @ mit einiger Wahrscheinlichkeit zeit-

lich konstant.

Auch das Massenverhiltnis von Proton und Elektron wurde auf mog-
liche Variationen untersucht: Es wurde 2015 anhand der Spektrallinien
eines entfernten Quasars (Rotverschiebung z = 4,42, entsprechendes Al-
ter des Universums etwa 1,4 Mrd. Jahre, also 10 % des Gesamtalters) ge-

messen [8]. Mogliche Abweichungen sind demnach kleiner als 9,5-107°.

Die Kleinheit der Kopplungskonstanten, a ~ 0,0073, ist entscheidend fiir
den Erfolg der QED, bei der Reihenentwicklungen in & gemacht werden.
Beispielsweise liefert die Theorie fiir die Anomalie 2, des magnetischen

Moments ., des Elektrons [9]

He = 2g62mc e = 2(1 + ae)/
= 0,00115965218178(77).

Fir den experimentellen Wert erhilt man ([10], 2011)

a, " —(ge 2)e = 0,00115965218073(28).

Zur Bestimmung des theoretischen Wertes macht man eine Reihenent-
wicklung in a mit Entwicklungskoeftizienten Cy,

1 2 4

a, = _¢ +Cy (ﬁ) +Cy (E) +
2m Tt T
——
~ 0,00116
Schwinger hat 1948 als Erster den Term «a/(2m) berechnet [11]. Inzwi-
schen sind die Entwicklungskoeffizienten bis Cip numerisch berechnet
worden. Zusammen mit dem experimentellen Wert [10] des g-Faktors
g." (bzw. a; ") folgt daraus der bisher genaueste Wert fiir die Feinstruk-
turkonstante [9]
~ =137,035999173(35).
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Kombiniert man dieses Ergebnis mit anderen Messungen, ergab sich
dabei 2014 ein Mittelwert von a~! = 137,035999074(44), s. Particle Data
Group [5].

Auch die Anomalie des magnetischen Moments des Myons lédsst sich in
der QED - zusammen mit Beitrdgen der starken und elektroschwachen
Wechselwirkung — berechnen. Das Resultat liegt allerdings mehr als drei
Standardabweichungen unter dem bisher (2014) auf 0,54 ppm genau be-
kannten Messwert [5]. Bei den Experimenten am Brookhaven National
Laboratory bestimmte man dabei die Anomalie aus der Prdzession des
Myonspins in einem Speicherring, der sich in einem konstanten externen
magnetischen Feld befindet [12] — wie schon in fritheren Experimenten
am CERN [13]. Die experimentelle Genauigkeit soll in zukiinftigen Muon
g-2 Experimenten am Fermilab (ab 2016) [14] und parallel dazu am japa-
nischen J-PARC Forschungszentrum weiter verbessert werden. Sollte die
Diskrepanz bestehen bleiben gibt es die Hoffnung, hier Physik jenseits
des Standardmodells der Teilchenphysik zu finden.

Physikalisches Bild der Quantenelektrodynamik

In der klassischen Elektrodynamik emittieren beschleunigte Ladun-
gen elektromagnetische Strahlung (Abb. 9.1) — ein Elektron in Ruhe
oder in gleichformiger Bewegung kann dagegen kein Photon emittie-

ren (Energie-Impuls-Erhaltung).
Abb. 9.1: Abstrahlung eines Photons durch
4 eine beschleunigte Ladung

Y

In der Quantentheorie gilt jedoch die Energie-Zeit-Unschirferelation,

AEAt > h,
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so dass auch ein ruhendes Elektron ein Photon aussenden kann: Die Ver-

letzung der Energieerhaltung ist erlaubt, wenn das Photon nach einer
Zeit At ~ h/(AE) (Abb. 9.2) wieder absorbiert wird.

e
Abb. 9.2: Abstrahlung und Reabsorption
o
y |t eines virtuellen Photons wahrend At
o

Derartige tempordr existierende Photonen nennt man virtuelle Photo-
nen. In der QED ist jedes geladene Teilchen von einer Wolke virtuel-
ler Photonen umgeben. Die Amplitude fiir die y-Emission ist o< e, die
Wahrscheinlichkeit o< a. Der Dirac-Wert fiir das magnetische Moment

des Elektrons mit g, = 2 (s. Kap. 4.6) entspricht einem nackten Elektron.

Wird ein virtuelles Photon emittiert, entsteht ein Riickstofs, und da das
Elektron geladen ist, eine Stromverteilung; dieser Konvektionsstrom lie-
fert einen Zusatz zum Dirac-Wert. Da die Wahrscheinlichkeit, ein vir-
tuelles Photon zu finden, proportional zu « ist, sind sowohl der Strom,
als auch der Beitrag zu g, in erster Ordnung proportional zu a, wie in

Schwingers Resultat [11].
Der Riickstofs kann auch so erfolgen (Abb. 9.3), dass das Elektron in der

Zeit zuriicklduft: Bei (1) entsteht ein e"e*-Paar mit Aussendung eines
virtuellen Photons; das e~ lduft ins Unendliche, das et wird mit dem
einlaufenden e~ unter Re-Absorption des virtuellen Photons bei (2) ver-
nichtet.
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Abb. 9.3: Positron als in der Zeit zurtick-
V laufendes Elektron
-

(1)

Die Interpretation von in der Zeit zuriicklaufenden Elektronenlinien als
Positronen hat Stiickelberg 1941 vorgeschlagen [15].

Auch andere Effekte wie die Lamb-Shift (Kap. 6) und der Casimir-Effekt
[20] lassen sich durch den Einfluss der virtuellen Photonen verstehen. Die
quantitative Berechnung erwies sich als schwierig: Es ergeben sich un-
endliche Resultate, wenn man nach der Storungstheorie wie in der nicht-
relativistischen QM vorgeht. Die von Feynman [16], Schwinger [17, 18]
und Tomonaga [19] entwickelte Renormierungstheorie 16st dieses Pro-
blem (Nobelpreis 1965, for their fundamental work in quantum electrodyna-
mics, with deep-ploughing consequences for the physics of elementary particles).
Die Quantenchromodynamik und die Theorie der elektroschwachen
Wechselwirkung sind ebenfalls grundsatzlich nach dem Muster der
QED konstruiert, beruhen aber im Gegensatz zur QED auf nichtabel-
schen Eichgruppen. Dort gibt es Selbstkopplungsterme, die der Wech-
selwirkung der Eichteilchen (Gluonen in der QCD, W- und Z-Bosonen

bei der elektroschwachen Wechselwirkung) untereinander entsprechen.

9.2 Kanonische Quantisierung

Das einfachste Verfahren zur Feldquantisierung ist die kanonische Quan-
tisierung, bei der man wieder das Korrespondenzprinzip nutzt. Im
Einteilchen-Fall — der ersten Quantisierung — bedeutet das, die ver-
allgemeinerten Koordinaten g;, p; durch Operatoren zu ersetzen, die zur

gleichen Zeit t die Vertauschungsrelationen erfiillen

[4i, Pj] = iho .
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Bei der Feldquantisierung — auch zweite Quantisierung genannt —
zeichnet man in kanonischer Quantisierung wieder die Zeit als spezi-
elle Koordinate aus. Fiir den einfachen Fall eines skalares Feldes ¢ wird
dann das konjugierte Feld 7t(X, t) mit der Lagrange-Dichte .Z(t)

0% .
5¢(x’ t) = ¢(X, t)

(X, t) =
und die Hamilton-Dichte ist
H=np-L = %[nz +(VP)? + m?¢?] .

Die Feldoperatoren ¢,  sollen nun bei Quantisierung bosonischer Felder
wie dem elektromagnetischen Feld die folgenden Vertauschungsrelation

erfiillen (das Operatorzeichen ~ wird im folgenden weggelassen)

[p(x, 1), (¥, 1)] = i6°(X - ).

Dies ldsst sich durch Wahl einer Fourier-Darstellung fiir die Feldopera-

toren mit operatorwertigen Entwicklungskoefizienten erreichen
0@ = [ #kla(Re; +a(Re],
n(®) = [ #kla(Rye; -alRye]

e:(¥) = exp(~ikx¥)//(2m)2w;, .

In dieser Entwicklung (der sogenannten Besetzungszahldarstellung) in-

mit

terpretieren wir die Operatoren a* (k) als Erzeugungsoperatoren, a(k) als

Vernichtungsoperatoren eines Feldquants mit Dreierimpuls k:
a* (k) |0) = [k)

erzeugt aus dem Vakuumzustand |0) den Einteilchenzustand |k). Es kon-

nen aber auch Mehrteilchenzustdnde erzeugt werden:

a*(ky)...at(kn) [0) = |ky, ..., k).
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Entsprechendes gilt fiir die Operatoren a(k) bei der Vernichtung eines
Feldquants mit Dreierimpuls k — mit der zusitzlichen Bedingung, dass

im Vakuumzustand keine Teilchenvernichtung moglich ist:

a(ky)... a*(kn) k1, ..., kn) = |0),
a(k;) |0) =10).

(Die Vertauschungsrelationen der Erzeugungs- und Vernichtungsopera-

toren fiir das freie Photonenfeld werden in Kap. 9.3 diskutiert).

Bei fermionischen Feldern wie dem Dirac-Feld geht man analog vor, nur
benotigt man jetzt vier unterschiedliche Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren — je zwei fiir Teilchen und Antiteilchen. Zusatzlich miissen
wir dort das Pauli-Prinzip beachten: Es kann stets nur ein Teilchen oder
Antiteilchen einen Energiezustand mit definiertem Spin besetzen. Tech-
nisch geschieht das durch Ersetzen der Vertauschungsrelationen durch

Antivertauschungsrelationen.

Die kanonische Quantisierung ermdglicht zwar den einfachsten Zugang
zur Feldquantisierung und quantisiert nur physikalische Zustdnde, sie
ist jedoch als Folge der Auszeichnung der Zeit zundchst nicht Lorentz-
invariant. Im ndchsten Kapitel wird deshalb bei der Quantisierung des
freien elektromagnetischen Feldes ein Verfahren eingesetzt, das Raum-
und Zeit-Koordinaten in gleicher Weise behandelt und dementsprechend
Lorentz-invariant ist, bei dem jedoch auch unphysikalische Zustinde — vier
linear unabhéngige Polarisationszustdnde beim Photon, das nur zwei
Polarisationsfreiheitsgrade hat — quantisiert werden. Die physikalischen
Zustdnde werden dann ausgewdéhlt, indem man die Lorenz-Bedingung

als Nebenbedingung fiir Zustdnde fordert.
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9.3 Quantisierung des freien elektromagnetischen Feldes

Das elektromagnetische Strahlungsfeld ist ein bosonisches Feld, da die
Feldquanten — Photonen — Spin-1-Teilchen sind. Bei der Feldquanti-
sierung miissen demnach die Regeln fiir die Quantisierung von Bose-
Feldern angewandt werden, mit den entsprechenden Vertauschungsre-
geln fiir die Feldoperatoren.

In der relativistischen Formulierung fassen wir zunéchst elektrische und
magnetische Feldstdrke zum Feldstdarketensor zusammen, Ladungs- und

Stromdichte zur Viererstromdichte:

(0 -E; -E, -E;)
E, 0 -B; B

F* = ! 372 Feldstarketensor;
E, B 0 -B;

\Es -B, Bi 0 |

mit y =Zeile, v =Spalte, j# = ( q ) Viererstromdichte.

J

Skalares Potenzial ¢ und Vektorpotenzial A bilden das Viererpotenzial

[ ¢
()

Die Kontinuititsgleichung % +Vj=0wird mitd, = (12, V)

9% _

i 0.

Aus dem Viererpotenzial folgen die Felder E und B,
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Insbesondere ist

_&A3 aAZ_ 5.3 30
Bi=G ~aw IA 4

_8A0 8A1_ 140 201
El__ﬁ_ﬁ__aA_aA’

und der antisymmetrische Feldtensor wird

7= gh A" ' AV

mit F# = —F"# und den oben gezeigten Komponenten.

Dabei gibt es in A# noch die Eichfreiheit (s. Kap. 3.2)
AF(x) - AH(x) + d* x(x).
Maxwell-Gleichungen
Mit VE =4mp ist
4

01 F10 + 9,F?0 4+ 95 F30 = — 7

Die 1-Komponente von

und analog fiir die anderen Komponenten. Insgesamt ergibt sich:

41 47,
dFH" = —n]V , oder |d'Fy, = Tn]v .

Mit der Potenzialdarstellung des Feldstdrketensors
Fv = gHAY — 9V A¥ folgt

9 (HAY — J'AV) = 47” i
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In der Lorenz-Eichung ist
I
VA+Eq5:O<:> Jd Al =0,

d. h. die Divergenz des Viererpotenzials verschwindet in der Lorenz-
Eichung, und die F*¥ sind jetzt eindeutig festgelegt.

Daraus folgen die inhomogenen Maxwell-Gleichungen

4 4
S

mit dem d’Alembert-Operator O =d,0¢ = 592 - A.

Analog fiir die homogenen Maxwell-Gleichungen:

<t

BZO =>81B1 +(92B2+83B3=0

= —01F% — 0,F" + 93F'? = 0 = 01F% + 0,F*! — 93F*

. - 10B
E+-22=0].
v +c8t

Fiir die x-(1-)Komponente:

92F% + 93F%% + 9yF? = 0, etc. fiir y,z (2,3).

Zusammengefasst folgt

Ir\F* + 9, F"* + 9,F' = 0| Bianchi-Identitit

(nur fiir A # p # v nicht trivial: fiir gleiche Indizes identisch erfiillt).
Dies lasst sich mit Hilfe des dualen Feldtensors F*¥ analog wie bei den

inhomogenen Gleichungen ausdriicken:

= c 1
uFt = 0| mit |FV = elieF,,

und dem Levi-Civita-Tensor #1¢, s. Einleitung.
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Im Hinblick auf die Feldquantisierung untersuchen wir nun das freie
Photonenfeld ohne dufsere Quellen: j* = 0. Das Viererpotenzial erfiillt
dann die d’Alembert-Gleichung

(oA =0].

In der Quantentheorie ist das eine Operatorgleichung: Fiir den Feldope-
rator A, gilt eine Entwicklung mit operatorwertigen Entwicklungskoef-

fizienten,
d’k ikx + (1. —ikx 7
A#(x):/m{e ay (k) +e “u(k)},
wobei

k:(;i:), o=k, kr=kix,=wt-ki

und die Vertauschungsrelationen der Erzeugungs- und Vernichtungs-

operatoren a*, a fiir Bosonen in der Entwicklung des Feldoperators sind:
a; (k) a; (k) | = 0

:ay(lz),av(l?): -0

(0,(K),a; (K| = Z,w(21)22063 (k- k)
mit zunédchst noch unbekannten konstanten Z,,.

Fiir den Vakuumzustand im Fock-Raum — dem quantenmechanischen
Hilbert-Raum fiir Vielteilchensysteme mit variabler Teilchenzahl — gilt
(s. Kap.9.2)

a,(k)|0) =0 Vp,k,

die Indizes u, v sind Vierervektorindizes, und die Konstanten Z,, bilden
einen Lorentz-Tensor zweiter Stufe. Wegen der jetzt geforderten Lorentz-

Kovarianz muss er ein konstanter Tensor sein; der einzige Tensor dieser
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Art ist der metrische Tensor

(1.0 0 0 )

0 -1 0 O
= (L) =+(gu) ==
Zw)=2(gm)=2| o 0 o
\0 0 0 -1}

Bei Wahl des negativen Vorzeichens wird die Vertauschungsrelation zwi-

schen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
[0, ; (€))] = g (2m) 2008 (k - )

und ) angewandt auf das Vakuum ergibt fiir 4 = 1,2,3 einen Zustand
positiver Norm. Es ldsst sich nun zeigen, dass die nullte Komponente
angewandt auf das Vakuum (a§ |0)) dann einen Zustand negativer Norm

zur Folge hat, so dass die Wahrscheinlichkeitsinterpretation nicht gilt.

Demnach bleibt die Metrik zunédchst unbestimmt. Gupta [21] und Bleuler
[22] haben jedoch bereits 1950 ein Verfahren angegeben, um Zustinde
positiver Norm zu erzeugen (und gleichzeitig zwei der vier linear unab-
hédngigen Polarisationszustdnde zu eliminieren — denn ein reelles Photon

hat nur zwei Polarisationsfreiheitsgrade).

Bei der Feldquantisierung miissen wir berticksichtigen, dass die d’Alembert-

Gleichung fiir A* nur zusammen mit der Lorenz-Bedingung
8MA” =0

dquivalent zur Maxwell-Gleichung ist. Deshalb soll nun zusitzlich die
Lorenz-Bedingung in die Quantenmechanik iibertragen werden. Sie kann
allerdings nicht direkt in Operatorform gebracht werden, man fordert

stattdessen ihre Giiltigkeit als Nebenbedingung fiir Zustinde:

Nur diejenigen Zustdnde im Fock-Raum sind physikalische Zustdnde,

welche die Lorenz-Bedingung erfiillen. Im folgenden ist in in Anlehnung
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an die Darstellung von Nachtmann in [23] skizziert, wie sich dies reali-

sieren lasst.

Wir berticksichtigen nur den Teil des Potenzialoperators, der Vernich-

tungsoperatoren enthalt,

Bk -
Aﬁ(x):fme_lkxau(k) (1)

und fordern die Giiltigkeit der Lorenz-Bedingung bei Anwendung auf

physikalische Zustdande
&“AL_)(x) lphys. Zustand) = 0
bzw. fiir die Fourier-Komponenten
k”au(lz) lphys. Zustand) = 0 vk

= der Erwartungswert der Divergenz des gesamten Feldes o*A ,(x) ver-

schwindet fiir beliebige physikalische Zustandsvektoren:
(phys. Zustand |0"A,(x)| phys. Zustand) = 0.

(Anteil in 9#A, (x) mit Erzeugungsoperatoren nach links wirken lassen).

Der Unterraum der physikalischen Zustandsvektoren ist linear. Seine

Metrik ist positiv semidefinit:
(phys. Zustand|phys. Zustand) > 0

Beweis:

Wihle eine neue Basis fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

Einheitsvektoren: ¢1,6, L k; ¢35 = ﬁ =k, =¢;-€j=0
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Operatoren:

o1
ag (k) =

V2

[ (k) ~ ko (B)]

ai (k) = éra (k)

a3 (k) = &a* (k)

1

ai (k) = 7 [ag(%) + I%a*(lz)] :

Aus den Vertauschungsregeln fiir die a’s folgen die VR fiir die a’s:

ao(K), oy (K')
o (K), a5 (k)

(k) a1 (K)

(alle anderen Kommutatoren = 0).

= |as(k), a3 (k) | = 0

= |as(R), 0 (K) | = ~(2m) 2008k - F)

= [aa(k), a3 (k)| = (27)°200° (k- ¥)

Die Lorenz-Bedingung als Nebenbedingung wird damit

ao(k) lphys. Zustand) = 0.

Ein Zustandsvektor im Hilbert-Raum ldsst sich als beliebiges Produkt

von Erzeugungsoperatoren angewandt auf das Vakuum darstellen:

0({ (121)0({ (];2)0(50(60(; |O)

jedoch ist die Lorenz-Bedingung wegen der Vertauschungsregeln dann

und nur dann erfiillt, wenn dabei kein Operator a vorkommt.

Physikalische Zustandsvektoren sind z. B.
a1 (k) [0), az(k)[0), aj(k)[0),

sie sind zueinander orthogonal, die Langenquadrate sind > 0:

(0]ar (R)ary (K
(0]aa () (k)

(0] (k) (k)

o) = (2n)32w8%(k - k')
0) = (2m)* 25 (k- k')

0) =0.
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Auch alle anderen Liangenquadrate von Zustandsvektoren, die kein a}

enthalten (physikalische Zustdnde), sind > 0:
(phys. Zustand|phys. Zustand) > 0

(s. auch Literatur zur Diskussion des Hilbert-Raumes mit positiv defini-

ter Metrik/Aquivalenzklassen von Zustandsvektoren).

Mit Berticksichtigung der Quantenpostulate durch die Vertauschungs-
relationen lassen sich nun Erwartungswerte physikalischer Grofien be-
rechnen. Insbesondere werden die Erwartungswerte der elektrischen

und magnetischen Feldstdarken

E=-VV- Aund B=VxA:

- f m{—iwelk" (6101 (k) + 203 (k) )
+iwe ™ (&0 (k) + &0 (K) )},
(B(x)) = (2::;]3‘2 {ef (=ik x |1 (K) + 203 (K) ]
+e ik x [ @101 (K) + Baa(K) [} ]

Es tragen — in Ubereinstimmung mit dem Experiment — nur die transver-
salen Freiheitsgrade der Photonen bei. Die Operatoren fiir Energie und

Impuls von Photonen folgen aus den klassischen Ausdriicken,

f P E2(x)+32(x)]

t = const

/ x [E(x) x B(x)].

t = const

P

Mit E und B als Feldoperatoren lassen sich die Erwartungswerte von
Energie und Impuls berechnen —jedoch ergeben sich zunédchst divergen-

te Resultate. Um sie zu vermeiden, ersetzen wir den Energieoperator
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durch

PO =PO—(0|P°

0),

d. h., wir wahlen die Vakuumenergie als Nullpunkt der Energiezdhlung
(das ist 0. k., denn gemessen werden Energiedifferenzen).

Die Erwartungswerte des neuen Energieoperators sind nicht divergent.
Die Subtraktion der Vakuumenergie erfolgt automatisch, wenn wir das
normalgeordnete Produkt der Feldoperatoren verwenden (Doppelpunk-
te): Alle Erzeugungsoperatoren wirken so, als stiinden sie links von allen

Vernichtungsoperatoren, also z. B.

:aa*:=a*a] Normalprodukt.

Beispielsweise gilt fiir die elektrische Feldstadrke
E(x) ~a" +a,
so dass

: Ez(x) :

4

: (@ +a)(a +a) :
=:a'a"+a‘a+aa’ +aa :
=a'a"+2a'a+aa

und die korrekten Ausdriicke fiir Energie und Impuls werden

P = f d?’x% : [E?(x) +B*(x)] :

t = const

P-= f d*x : E(x)xB(x) :
t = const
Wihrend die Erwartungswerte von elektrischer und magnetischer Feld-
stirke und von Energie und Impuls der Photonen Beobachtungsgrofien
(Observable) sind, lassen sich jedoch Erwartungswerte des Viererpoten-
zials (phys. Zustand|A#| phys. Zustand) nicht direkt beobachten.
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10 Elemente der relativistischen Streutheorie

Es soll eine kurze Einfiihrung in die Invarianten bei relativistischen Re-
aktionen gegeben werden, die an Teilchenbeschleunigern wie dem Large
Hadron Collider (LHC) am CERN in Genf wichtig sind [1]. Wir gehen
zundchst aus von einer (idealisierten) Reaktion mit je zwei Teilnehmern

im Fin- und Ausgangskanal
A+B—-C+D.

Im Schwerpunktsystem (CMS)

A+PB — + VYD ﬂ)(P_B
pa+PB—=>pc+tp

addieren sich die Dreierimpulse im Ein- und Ausgangskanal zu null:
ﬁA"'ﬁB :ﬁc+ﬁD =0.

Als Schwerpunktsenergie (oder invariante Masse) E.,, = /s bezeich-
net man in der Teilchenphysik bei einem Stofiprozess die Gesamtener-
gie — die Summe der Ruheenergien und der kinetischen Energien —
aller beteiligten Teilchen beziiglich ihres gemeinsamen Schwerpunkts-
Koordinatensystems. Sie stellt nur einen Teil der vom Teilchenbeschleu-
niger aufgebrachten Energie dar; der andere Teil steckt in der Mitbewe-
gung des Schwerpunkts im Laborsystem. Nur die Schwerpunktsenergie
kann in Anregungsenergie oder in erzeugte Teilchen umgewandelt wer-

den.

Im Laborsystem (LS) ist

L)L L L
Pa+Pg = Pc*Pps
5L
und bei einem festen Target (fixed target) ist pk = 0 : fa, o
Pp=
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Es gilt Viererimpulserhaltung (= Energie- und Impulserhaltung)

Pa+PB=PpPc+PD
mit der zusdtzlichen Bedingung relativistischer Energie-Impuls-Erhaltung
(h=c=1):
P2 =E2 -2 = m?.
Die Teilchen sind auf der Massenschale

2
:>PA mAI PB mB/ Pc mC/ PD mp.

Man fiihrt drei Lorentz-invariante sog. Mandelstam-Variable ein:

Das Quadrat der Schwerpunktsenergie,

s=(pa +PB)2 = (pc +PD)2 =E%,=(Es+Ep)*=(Ec+Ep)?,

sowie die folgenden Quadrate von Viererimpulstransfers

t=(pa-pc)* = (ps—pp)*
u=(pa-pp)* = (pc-pp)*.
Wegen der Bedingung p? = m? sind die drei Mandelstam-Variablen nicht
unabhédngig voneinander,
S+1t+u=m}+mh+md.
Fiir die invariante Grofie s gilt im Schwerpunktsystem (CMS)

s=(pa+pp)*=(Ea+Ep)* - (Pa+ps)* = (Ea+Ep)*
=0 im CMS

Im Laborsystem (LS) mit festem Target

pi = (E4 p4), ps = (Ep pg) = (mp,0)

wird dieselbe Grofse

§= (PA+pB)2 [EILLW”” ] _(PA)Z (E )? +2mp EL +mB (PA)z
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und mit

(EL)? - (p5)* = m% = |s = m% + m?% + 2mpEL|.

Mit s ist auch die cm-Energie /s = E, relativistisch invariant.

Die kinetische Energie des einfallenden Teilchens A ist im Laborsystem

L _ rL L _ 1L

= |s = (ma +mp)* + 2mpkk |,

damit wird die kinetische Energie im Schwerpunktsystem

2mpgkk
kem = \/5 —ma —mp = (my + mp) 1+#—m,4—m3
(mA + mB)2
und in nichtrelativistischer Naherung (nr)
kﬁ <myg+mp, ka—kf
mBkILL‘ T’IinIL4
=k ~(my+mp) |1+ ——L—|-my—mp=(my+m
cm ( A B)[ (mA +mB)2] A B ( A B)(m +mB)2
KV = ———k% |.
cm My + Mg A

Dies ist ein vielbenutzter Ausdruck in der nichtrelativistischen Streu-

theorie.

Bei hohen relativistischen Energien ist dagegen
|PL| > ma, mp
und wegen (E4)? - (74)? =n,  Ef = \/(75)?+ n

- B =

N L . SL| _ 12
s = 2maEl = 2 | = £2,,

d. h., die Schwerpunktsenergie wachst nur mit der Wurzel des Laborim-

pulses bei ultrarelativistischen Energien,

V5 = Ean o 7]
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Bei hohen Energien sind deshalb Collider im Vergleich zu Fixed-Target-

Maschinen die wesentlich bessere Alternative.

Beispiel: p + p am LHC, |pa| = |[ps| =7 TeV/c
Pa_ PB

my, ~ 0,938 GeV/c?

Ep = Eg = \/p?c? + m2ct = VP2 +m? = \/49 100+ 0,88 GeV~7 TeV,

s=(Eq+Ep)?~196-106 GeV? = /5~ 14-10° GeV = 14 TeV.

Derselbe Wert von /s wiirde mit einem festen Target einen Laborimpuls
erfordern von

S 196 - 10°

Pal = 53— = 55 gag CeV/e = 104,48-10° GeV/c = 104,48 - 10° TeV/c,
4 "y

d. h.das ~ 15000-fache des Colliderimpulses, um dieselbe Schwerpunkts-

energie von /s = 14 TeV zu erreichen.

Literatur

[1] Olive, K.A. et al. (Particle Data Group): Review of Particle Physics.
Chin. Phys. C 38, 090001 (2014) ch. 46
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11 Testaufgaben zur RQM-Vorlesung

Aufgabe 11.1: Kovarianz der Ableitungen
Zeigen Sie explizit:

Die Ableitung nach dem kontravarianten Vierervektor x*

_d
B oxt
verhilt sich unter Lorentz-Transformation Xy, = AyVx,

wie der kovariante Vierervektor x, = (xo,x1, X2, X3).

Losung

Transformation der Ableitung nach einem kontravarianten Vierer-

vektor:
Jd Jx¥ d A i
ox’h  ox't dx ~ ! oy

= die Ableitung transformiert genauso wie die kovarianten x,,

0 ) )
X'y = Ayvx,, so dass P = &y, wahrend der kontravariante Vierer-
X

vektor transformiert wie x'# = A#, xV.

Aufgabe 11.2: Pauli-Matrizen
Zeigen Sie:

(1) Aus der Hermitezitdt (o; = 07 (= 0;7)) und Unitaritdt (o;! = 0*T)

der Pauli-Matrizen folgt 0% = 05 = 03 = IL

(2) Die Determinanten und Spuren der Pauli-Matrizen sind

deto;=-1, Spo;=0, i=1,2,3.

0
(3) Es gilt 010203:1'-1[:( (Z) ' )
i
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(4) Die Pauli-Matrizen erfiillen die Algebra
3
GiGj:(Sin"‘izgijkak/ i,j:1,2,3
k=1

mit dem Levi-Civita-Tensor aus Kap. 1.
Losung
(1) Es ist mit Hermitezitdt und Unitaritit: o? = oi07 = 0j0}7

=0i0;' =1

(2) — (4) folgen mit der Darstellung der Pauli-Matrizen aus Kap. 2

durch Einsetzen und Nachrechnen.

Aufgabe 11.3: Klein-Gordon-Gleichung (KGE)

Zeigen Sie explizit durch Einsetzen:

Die ebenen Wellen
P, (%,t) = e " ELPOMmit E, = +/§2c? + m2c

sind Losungen der freien KGE
2
[a@# v (’%C) ]|¢) - 0.

Einsetzen und zweimalige Differenziation ergibt wieder die relati-

Losung

vistische Energie-Impuls-Beziehung
E2 = j2¢2 + m2ct,

die Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der KGE ist.

Aufgabe 11.4: Lokale Eichinvarianz der KGE mit Feld

Zeigen Sie: Die KGE ist lokal eichinvariant unter der Transformation

AF > A'H = AF - 9Hx(x)
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(x(x) eine beliebige reelle skalare Funktion der Raum-Zeit-Koordinaten),

wenn man die Wellenfunktion 1 transformiert gemaf3

P(x) > ¢ (x) = e DY(x)

und den Phasenfaktor wahlt als

A(x) = —x(x).

Losung: Die Rechnung steht in Kap. 3.2.

Aufgabe 11.5: Klein-Gordon-Gleichung mit Coulomb-Potenzial

Zeigen Sie: Die radiale KGE mit Potenzial e = —ZTEZ =L

d(0/22 " oJ2 (02

[ d? 27 1_l(l+1)—)/2]QR(Q):O

ergibt mit

I(1+1)-y2=1'(I'+1), 2A=gy=+ /%%ﬁz
und dem Losungsansatz

I'+1
- 4 . p~0/2
ko) = (%) e w(of2)
N~—— 0—>00

asympt. Losung
firpo—-0
die folgende Radialgleichung fiir w(p) :

P
dez

+2(l’+1—Q)6;—Z;+(QO—2(l'+1))w:O :

Sieistfiir ' =1, go= /%1%32 identisch mit der Radialgleichung im
Schrodinger-Fall.

Losung: durch Einsetzen und Umformen; s. Kap. 3.3.
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Aufgabe 11.6: Rekursionsrelation
Der Potenzreihenansatz w(p) = %oj Ao~
k=0
soll in die Klein-Gordon-Radialgleichung im Coulomb-Feld
(s. Aufg. 11.5) eingesetzt werden. Bestimmen Sie die daraus

folgende Rekursionsrelation zur Berechnung der Koeffizienten

A1 AUS d.

Losung: agy =ar-[2(k+1'+1) —go]/[(k+1)(k+2I"+2)];
die Rechnung steht in Kap. 3.3.

Aufgabe 11.7: Algebraische Struktur der Dirac-Matrizen
Zeigen Sie, dass durch zweimalige Anwendung des Dirac-Operators

Hp hlc a*d + pmc* in zh 1,b Hpy

und Vergleich mit der Klem-Gordon—Glelchung

la am( )]¢ 0

die algebraischen Bedingungen folgen:
a'ad + alat = 26T
a'B+pa’ =0
(@) =p*=1.
Losung: Die Rechnung steht in Kap. 4.2.

Aufgabe 11.8: Standarddarstellung der Dirac-Matrizen

Priifen Sie in der Dirac-Darstellung

0 of Io
ak = 7 , P= mit den Pauli-Matrizen o
o 0 0 I



136

explizit die Giiltigkeit der algebraischen Relationen aus Aufg. 11.7.

Losung: Einsetzen der 4 x 4-Matrizen mit den 2 x 2 Pauli-Matrizen
aus Aufg. 11.2 und Ausfiihren der Matrixmultiplikationen bestétigt,
dass die Relationen in Aufg. 11.7 gelten.

Aufgabe 11.9: Anti-Hermitezitit der y*-Matrizen
Zeigen Sie: () = K (F)? = -1
mit y* = pa*, und {o,B} =0.
Losung
()" = (Ba")" = ap = —pa* =
(/")? = pa* - pa* = -ppa’a’ = -IL

Aufgabe 11.10: Nichtrelativistischer Grenzfall der DE

Mit ¢ = ( (f ) wird die DE mit Feld (7t = p- EA, ¢ skalares Potenzial)
X

ih2 (f =c (mf +e¢ (f + mc? (‘0_ :
M\ % TP X X

Im nichtrelativistischen Grenzfall zerlegen wir

( (f ) - e‘im}fzt( ¢ ), mit langsam variierendem ( ¢ )
X X X

Zeigen Sie: ( ¢

nd [ ?)=cf T + e P ome| ¢
I’\ x o7Lp X X

) gentigt der Gleichung:

>



11 TESTAUFGABEN ZUR RQM-VORLESUNG 137

(¢ ist die grofse, x die kleine Komponente, die im nichtrelativisti-

schen Grenzfall vernachldssigt wird: x = 2mcqo)

Losung: in Kap. 4.6.

Aufgabe 11.11: Lorentz-Transformation

Zeigen Sie: Aus der Forderung der Lorentz-Invarianz des d’ Alembert-

Operators
0=d,0" = go'd"
folgt
A u8M AL, = gAQ oder in Matrixform

AgAT = ¢ (dies definiert die Lorentz-Transformation)

l

(esistdy, = 2 = X100 = AM9))

Losung: in Kap. 5.1.

Aufgabe 11.12: Parititsinvarianz der DE

Zeigen Sie durch Einsetzen: Der Spinor im paritdtstransformierten

System

P, ) = S(PYY(X, ) = Y'Y (X, 1)
erfillt die DE.

Losung: Die Rechnung steht in Kap. 5.2.
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Aufgabe 11.13: Dirac-adjungierte Spinoren

Beweisen Sie mit dem Dirac-adjungierten Spinor 1 = "0 die Ma-

trixrelation aus Kap. 5.3:
($1M¢2)+ - sz\_/hubl
(mit M = y°M*"Y),
Losung

(M) = P3MAy = 30 MYy
=P, MYP(§17°)" = $.MO0) 0 = P, M.

Aufgabe 11.14: Ladungskonjugationsinvarianz der DE

Zeigen Sie:

Der ladungskonjugierte Spinor
. —T,_ N
Yo ) =S(O)y (%,1) =iy*y%P (1)
mit 7= (") = () ()"
erfiillt die DE.

Losung: Benutze die Relationen in Kap. 5.3.

Aufgabe 11.15: Zeitumkehrinvarianz der DE

Zeigen Sie, dass die freie Dirac-Gleichung

(-iytdy+m)Pp =0

unter Zeitumkehrtransformation mit S = y5y°, ys =iy%yly?y3
invariant ist. (Hinweis: Benutze die Standarddarstellung der y,;

ys antikommutiert mit y#: yHys+y5yH=0Vu=0,1,2,3)
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Losung: Schreibe die DE als
[-1%0;: —iy/d; +m]y = 0
Zeitumkehr t - -t, X > X, Y - Sy
[<i(=y")0: — i1+ m]Sp = 0

Diese Gleichung entspricht der DE fiir y° > —)% und y7 — yJ,
denn mit S = y5)Y gilt

5_17/05 — _yO
§7yls =yl

(Beweis s. Kap. 5.4).

Aufgabe 11.16: Berechnen Sie aus dem exakten Ausdruck fiir die Dirac-

Energieeigenwerte im Coulomb-Feld

,1-1/2
E%zmc2 1+ Za —
n—j—1/2+[(j+1/2)2—Z20c2]/

durch Entwicklung nach (Za)? die gendherten Energieeigenwerte,

und vergleichen Sie mit den Schrédinger-Eigenwerten.

Losung: s. Kap. 6.

Aufgabe 11.17: Weyl-Spinoren
Der zweikomponentige Spinor u*(p) erfiillt die Gleichung
pou* (p) = opu”(p)
Zeigen Sie: Es gibt nichtverschwindende Losungen fiir u* nur fiir

- <lfl-
Po==*pi="-
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Hinweis: Wenden Sie den Helizitdtsoperator 6p/|p| auf beide Seiten
der Gleichung an, und benutzen Sie (6A)(6B) = AB + iG(A x B).

Die Losungswege sollten fiir guten Lernerfolg schrittweise erarbei-

tet werden, ohne im Text zurtickzublattern.
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